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Resumo
Em [6] sa˜o apresentadas condic¸o˜es necessa´rias e suficientes para a estabilidade estrutural e
o teorema de densidade para campos de vetores em 2-variedades com singularidades simples dos
seguintes tipos: cone, guarda-chuva de Whitney, ponto duplo e ponto triplo.
Nesta tese, estudamos os fluxos induzidos por estes campos de vetores, que denominamos fluxos
Gutierrez-Sotomayor, do ponto de vista topolo´gico utilizando a teoria de Conley. Apresentamos
uma fo´rmula dinaˆmico-topolo´gica que relaciona o ı´ndice de Conley de uma variedade com singu-
laridades simples M que possui uma estratificac¸a˜o que a decompo˜e numa unia˜o disjunta da sua
parte regular e da sua parte singular. Usando essa estratificac¸a˜o mostramos que se a singularidade
esta´ na parte singular S de M o seu ı´ndice pode ser calculado tanto com respeito a M como com
respeito a S.
Definimos uma func¸a˜o de Lyapunov, neste contexto, e mostramos sua existencia para fluxos
sem o´rbitas perio´dicas e sem ciclos singulares. Em seguida, por uma ana´lise da sequeˆncia de
homologia longa exata de um par ı´ndice determinamos propriedades que um grafo de Lyapunov
deve satisfazer para estar associado a um fluxo. Tambe´m abordamos a questa˜o da realizac¸a˜o de
grafos de Lyapunov abstratos. Para isto, primeiramente apresentamos a igualdade de Poincare´-
Hopf, para o caso bidimensional, que caracteriza a relac¸a˜o entre o primeiro nu´mero de Betti das
1-variedades ramificadas que sa˜o fronteiras de um bloco isolante com seu nu´mero de componentes
de fronteira e o ı´ndice nume´rico de Conley. Em seguida, mostramos que dados nu´meros inteiros
positivos que satisfazam a condic¸a˜o de Poincare´-Hopf sempre e´ poss´ıvel construir um bloco isolante
que satisfaz estes dados dinaˆmicos e homolo´gicos.
v
Abstract
In [6] a characterization and genericity theorem for C1-structurally stable vector fields tangent
to a 2-dimensional compact subset M of Rk are established. Also in [6], new types of structurally
stable singularities and periodic orbits are presented.
In this thesis we study the continuous flows associated to these vector fields, which we refer
to as the Gutierrez-Sotomayor flows on manifolds M with simple singularities using Conley Index
Theory. We consider a stratification of M which decomposes it into a union of its regular and
singular strata. We prove certain Euler type formulas which relate topology of M and dynamics
on the singular strata.
We show the existence of a Lyapunov function for Gutierrez-Sotomayor flows without periodic
orbits and singular cycles in this context. Using long exact sequence analysis of index pairs we
determine necessary and sufficient conditions for a Gutierrez-Sotomayor flow to be defined on an
isolating block. We organize this combinatorially with the aid of Lyapunov graphs and using a
Poincare´-Hopf equality we give necessary conditions for a Lyapunov graph to be associated to a
Gutierrez-Sotomayor flow and we also prove these conditions are sufficient.
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Introduc¸a˜o
Em [6] C. Gutierrez and J. Sotomayor estendem para variedades com singularidades sim-
ples os teoremas de caracterizac¸a˜o e genericidade obtidos por M. Peixoto [8] para campos de
vetores estruturalmente esta´veis tangentes a` 2-variedades suaves compactas. As singularidades
estudadas sa˜o do tipo cone C = {(x, y, z); z2 − y2 − x2 = 0}, do tipo guarda-chuva de Whitney
W = {(x, y, z); zx2 − y2 = 0}, do tipo ponto duplo D = {(x, y, z);xy = 0}, e do tipo ponto triplo
T = {(x, y, z);xyz = 0}. O resultado principal em [6] estabelece uma caracterizac¸a˜o e um teo-
rema de genericidade para C1-campos de vetores estruturalmente esta´veis tangente a` subconjuntos
compactos M de Rl que sa˜o localmente difeomorfos a R2 ou a uma das singularidades simples
mencionadas acima.
Esta caracterizac¸a˜o nos permite fazer a seguinte definic¸a˜o de estabilidade. Um campo X ∈
Xr(M) e´ estruturalmente esta´vel se:
1. X tem um nu´mero finito de pontos fixos e o´rbitas perio´dicas, todos hiperbo´licos.
2. Os ciclos limites singulares de X sa˜o simples e X na˜o tem conexa˜o de selas.
3. O conjunto α− e ω−limite de cada trajeto´ria de X e´ um ponto fixo, uma o´rbita perio´dica ou
um ciclo singular.
Nesta tese, estudamos os fluxos induzidos por estes campos de vetores, que denominamos fluxos
Gutierrez-Sotomayor, do ponto de vista topolo´gico utilizando a teoria de Conley.
No cap´ıtulo 1, apresentamos os resultados de C. Gutierrez and J. Sotomayor, [6].
No cap´ıtulo 2, definimos uma func¸a˜o de Lyapunov, neste contexto, e mostramos sua existeˆncia
para fluxos sem o´rbitas perio´dicas e sem ciclos singulares. Uma func¸a˜o f : M → R sera´ chamada
uma func¸a˜o de Lyapunov se:
1
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1. Para cada estrato M(G) de M :
(a) f |M(G) e´ uma func¸a˜o suave e f e´ continua em M .
(b) Os pontos cr´ıticos de f |M(G) sa˜o na˜o-degenerados e coincidem com as singularidades de
Xt.
(c)
d
dt
(f |M(G) (Xtx)) < 0, se x na˜o e´ uma singularidade de Xt.
2. Dados p e q singularidades de Xt enta˜o f(p) 6= f(q).
Primeiramente fazemos uma construc¸a˜o local, i.e., se p ∈M e´ uma singularidade de um fluxo
mostramos a existeˆncia da func¸a˜o de Lyapunov numa vizinhanc¸a, suficientemente pequena, N de p,
emM . Em seguida, abordamos o caso global da construc¸a˜o de f . Para isto no Lema 2.3 mostramos
que fazendo cortes emM obtemos uma decomposic¸a˜o em blocos. Em cada bloco podemos construir
f segundo o Lema 2.4. Finalmente justapondo estas func¸o˜es temos uma func¸a˜o de Lyapunov f
sobre M .
No cap´ıtulo 3, desenvolvemos a teoria cla´ssica de Conley e calculamos o ı´ndice homoto´pico
para as singularidades dos fluxos Gutierrez-Sotomayor em M , Teorema 3.1. Portanto, calculando a
homologia destes espac¸os pontuados obtemos o ı´ndice homolo´gico de Conley, Corolario 3.1.1. Logo,
tomando o rank obtemos o ı´ndice nu´merico de Conley das singularidade p ∈ M e o denotamos
(h0, h1, h2). Em seguida, apresentamos uma fo´rmula dinaˆmico-topolo´gica que relaciona o ı´ndice
de Conley de uma variedade com singularidades simples M que possui uma estratificac¸a˜o que a
decompo˜e numa unia˜o disjunta da sua parte regular R e da sua parte singular S.
(R2 −R1 +R0)|M\S = S1 − S0 + χ(M)
Usando essa estratificac¸a˜o mostramos que se as singularidade {p1, p2, · · · , pn} esta˜o na parte sin-
gular S de M , o seu ı´ndice pode ser calculado tanto com respeito a M como com respeito a S.
R0 −R1 +R2 = S0 − S1
No cap´ıtulo 4, apresentamos a igualdade de Poincare´-Hopf, para o caso bidimensional, que
caracteriza a relac¸a˜o entre o primeiro nu´mero de Betti das 1-variedades ramificadas que sa˜o fron-
teiras de um bloco isolante (N1, N0) para a singularidade p ∈M com seu nu´mero de componentes
de fronteira e o ı´ndice nu´merico de Conley (h0, h1, h2) de p.
(h2 − h1 + h0)− (h2 − h1 + h0)∗ = e+ − B+ − e− + B−
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onde ∗ indica o ı´ndice do fluxo em tempo-reverso, e+(e−) e´ o nu´mero de componentes da fronteira
de entrada (sa´ıda) de N1 e B+ =
∑e+
k=1 b
+
k (B− =
∑e−
k=1 b
−
k ) onde b
+
k (b
−
k ) e´ o primeiro nu´mero de
Betti da k−e´sima componente da fronteira de entrada (sa´ıda) de N1.
Em seguida, mostramos que dados nu´meros inteiros positivos e+ , e−, {b+k }e
+
k=1, {b−k }e
−
k=1 que
satisfac¸am a condic¸a˜o de Poincare´-Hopf sempre e´ poss´ıvel construir um bloco isolante N para p
que satisfaz estes dados dinaˆmicos e homolo´gicos.
1. Para ∂N = ∂N+ ∪ ∂N− temos que e+ (e−) e´ o nu´mero de componentes conexas de ∂N+
(∂N−), correspondente a fronteira de entrada (sa´ıda) do fluxo. Portanto, temos ∂N+ =⋃e+
k=1 ∂N
+
k (∂N
− =
⋃e−
k=1 ∂N
−
k ).
2. O rankH1(∂N+k ) = b
+
k com k = 1, ..., e
+ e rankH1(∂N−k ) = b
−
k com k = 1, ..., e
−.
3. O rankH∗(N/∂N−) = h∗ onde (h0, h1, h2) e´ o ı´ndice nu´merico de Conley de p.
No cap´ıtulo 5, adotamos uma abordagem combinatorial. Primeiramente obtemos um grafo de
Lyapunov L associado a um fluxo Xt e uma func¸a˜o de Lyapunov f , colapsando a um ponto cada
componente conexa de um conjunto de n´ıvel de f . Na Proposic¸a˜o 5.1 se mostra que L e´ um grafo
finito, dirigido sem ciclos orientados. Atraves de uma ana´lise da sequeˆncia de homologia longa
exata de um par ı´ndice determinamos propriedades que um grafo de Lyapunov deve satisfazer para
estar associado a um fluxo, ver Teorema 5.4. Tambe´m abordamos a questa˜o da realizac¸a˜o de grafos
de Lyapunov abstratos como fluxos Gutierrez-Sotomayor sobre 2-variedades com singularidades
simples.
O resultado principal neste trabalho generaliza um resultado de K. de Rezende e R. Franzosa
[3] onde classificam fluxos Morse-Smale sobre superficies.
Campinas, maio de 2010
Herna´n Montu´far
Cap´ıtulo 1
Campos de Vetores Esta´veis
Este cap´ıtulo conte´m os resultados de C. Gutierrez e J. Sotomayor na qual estabelecem a
caracterizac¸a˜o e genericidade de campos de vetores em Rl que sa˜o estruturalmente esta´veis, tan-
gentes a 2-variedades, M , com “singularidades simples”. Quando M e´ uma 2-variedade suave,
estes resultados coincidem com o teorema de Peixoto. Este teorema afirma que os campos de ve-
tores estruturalmente esta´veis sa˜o caracterizados por terem pontos singulares e o´rbitas perio´dicas
hiperbo´licas, nenhuma conexa˜o de selas e conjuntos limites das o´rbitas sendo singularidades ou
o´rbitas perio´dicas do campo.
1.1 Variedades com Singularidades Simples
Uma aplicac¸a˜o f de um conjunto aberto U ⊂ Rm em Rn, f : U → Rn, e´ dita ser de classe
Cr, 1 ≤ r ≤ ∞, se todas suas derivadas parciais ∂jf/∂xi1 · · · ∂xij de ordem ≤ r existem e sa˜o
cont´ınuas. Mais geralmente, uma aplicac¸a˜o f : K → Rn, de um subconjunto K ⊂ Rm, e´ dito ser
de classe Cr se admite uma extensa˜o f̂ de classe Cr para uma vizinhanc¸a aberta K̂ de K. Um
homeomorfismo f : K1 → K2 entre subconjuntos K1 ⊂ Rn1 e K2 ⊂ Rn2 e´ dito um difeomorfismo
de classe Cr se ambos f e f−1 sa˜o de classe Cr.
Definic¸a˜o Um subconjunto M ⊂ Rl e´ dito uma 2-variedade com singularidades simples se para
cada ponto p ∈ M existe uma vizinhanc¸a Vp de p em M e um C∞-difeomorfismo Ψ : Vp → G tal
que Ψ(p) = 0, onde G e´ um dos seguintes subconjuntos de R3:
R = {(x, y, z); z = 0}, plano;
4
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C = {(x, y, z); z2 − y2 − x2 = 0}, cone;
D = {(x, y, z);xy = 0}, pontos duplos;
W = {(x, y, z); zx2 − y2 = 0}, guarda-chuvas de Whitney;
T = {(x, y, z);xyz = 0}, ponto triplo.
O difeomorfismo Ψ e´ dito uma carta local em p. Denotamos por M(G) o conjunto de pontos
p ∈M tal que Ψ(p) = 0 para uma carta local Ψ : Vp → G, onde G = R, C, D,W ou T . AssimM(R)
e´ uma 2-variedade suave chamada parte regular de M , M(D) e´ uma 1-variedade suave, enquanto
que M(C), M(W) e M(T ) sa˜o conjuntos discretos.
Exemplos destas variedades com singularidades simples podem ser obtidos via imerso˜es esta´veis
de superficies em R3.
1.2 Campos de Vetores Tangentes Xr(M)
Definic¸a˜o Um campo de vetores X de classe Cr sobre Rl e´ dito ser tangente a uma variedade
M ⊂ Rl com singularidades simples se e´ tangente a`s subvariedades suaves M(G), para toda G.
Denotamos por Xr(M) o conjunto dos Cr-campos de vetores tangentes sobre variedades com
singularidades simples M .
Seja M ⊂ Rl uma 2-variedade com singularidades simples e seja Ψ : Vp → G uma carta local
de M em p. Seja Ψ̂ : V̂p → R3 e Ψ̂−1 : Ĝ → Rl C∞-extenso˜es de Ψ e Ψ−1 para conjuntos abertos
V̂p e Ĝ. A Ψ̂, Ψ̂−1-expressa˜o local de X e´ o campo de vetores em R3 dado por:
XΨ(q) = DΨ̂pX(p)
onde p = Ψ̂−1(q).
1.2.1 Pontos Fixos
Seja p um ponto fixo (ou singularidade) de X ∈ Xr(M), para r ≥ 1, isto e´, X(p) = 0. O lema
3.2 de [6] estabelece que a matriz da aplicac¸a˜o linear DXΨ(0) de R3 para R3 com respeito a base
canoˆnica e´ como segue:
(a) Se p ∈M(R) enta˜o DXΨ(0) =

α1 α2 α3
β1 β2 β3
0 0 γ

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(b) Se p ∈M(C) enta˜o DXΨ(0) =

α β γ
−β α δ
γ δ α

(c) Se p ∈M(D) enta˜o DXΨ(0) =

α 0 0
0 β 0
δ ρ γ

(d) Se p ∈M(W) enta˜o DXΨ(0) =

α 0 0
0 α+ 12β 0
0 γ β

(e) Se p ∈M(T ) enta˜o DXΨ(0) =

α 0 0
0 β 0
0 0 γ

onde a classe de conjugac¸a˜o da matriz, 2× 2, esquerda superior de (a) e as matrizes, 3× 3, de (b),
(c), (d) e (e) na˜o dependem de Ψ, Ψ̂ ou Ψ̂−1.
Definic¸a˜o Um ponto fixo p de um C1-campo de vetores tangente a M e´ dito hiperbo´lico se, com
as notac¸o˜es acima, satisfaz:
(a) Os autovalores da matriz quadrada, 2×2, esquerda superior de (a) tem parte real na˜o-zero;
(b) α±√(δ2 + γ2 − β2) tem parte real na˜o-zero;
(c) αβγ 6= 0;
(d) αβ 6= 0;
(e) αβγ 6= 0.
A seguir, na Figura 1.1, temos os tipos locais dos pontos fixos hiperbo´licos a menos de
equivaleˆncia topolo´gica e inversa˜o no sentido das trajeto´rias. Note que: a1 e a2 representam pontos
fixos em M(R), b1 e b2 representam pontos fixos em M(C), c1, c2 e c3 representam pontos fixos em
M(D), d1 e d2 representam pontos fixos em M(W) e e1 e e2 representam pontos fixos em M(T ).
1.2.2 O´rbitas Perio´dicas
Dado X ∈ Xr(M), r = 1, 2, . . . ,∞, denote por Xt o fluxo induzido por X. Seja p um ponto
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c2 c3c1
a1 a2
b1 b2
d1 d2
e1 e2
Figura 1.1: Tipos locais dos pontos fixos hiperbo´licos
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perio´dico de X de per´ıodo minimal τ > 0. Isto e´, Xt(p) = p somente se t ∈ τZ. Como M(C),
M(W) e M(T ) sa˜o conjuntos discretos enta˜o p ∈M(R) ∪M(D) para qualquer ponto perio´dico p.
A o´rbita de X que passa por p, γp = {Xt(p) : 0 ≤ t ≤ τ}, e´ uma o´rbita perio´dica de per´ıodo τ .
Seja X̂τ = Ψ̂◦Xτ◦Ψ̂−1. Um dos autovalores da aplicac¸a˜oDX̂τ (0) e´ igual a 1 poisDX̂τ (0)XΨ(0) =
XΨ(0) e os outros autovalores sa˜o ditos os na˜o-triviais.
Definic¸a˜o Um ponto perio´dico p e´ dito hiperbo´lico:
1. Se p ∈M(R) e DX̂τ (0)|{z=0} tem 1 como u´nico autovalor simples de norma igual a um.
2. Se p ∈M(D) e DX̂τ (0) tem 1 como u´nico autovalor simples de norma igual a um.
Esta definic¸a˜o na˜o depende de Ψ, Ψ̂, Ψ̂−1 ou do ponto escolhido na o´rbita γp. Assim γp e´
chamada de o´rbita perio´dica hiperbo´lica.
Seja A = {(x, y, z) ∈ R3; z = 0, xy = 0}. Tome uma pequena vizinhanc¸a A0 de (0, 0, 0) em A
tal que A0 e´ uma sec¸a˜o transversal de XΨ. Seja pi = θ ◦ X̂τ |A0 a aplicac¸a˜o de Poincare´ induzida por
X, obtida pela composic¸a˜o de X̂τ |A0 com a projec¸a˜o θ ao longo das o´rbitas de XΨ sobre A. Agora
como Dpi(0) = DX̂τ (0)|A enta˜o a hiperbolicidade de o´rbitas em M(D) e´ equivalente a Dpi(0) ter
autovalores de modulo diferente de um. Analogamente, para as o´rbitas perio´dicas hiperbo´licas em
M(R) por considerar uma pequena vizinhanc¸a B0 de (0, 0, 0) em B = {(x, y, z) ∈ R3; z = y = 0}
no lugar de A. Desta forma a aplicac¸a˜o de Poincare´ associada a γ ⊂ M(R) e´ topologicamente
conjugada a uma das seguintes aplicac¸o˜es lineares:
a1 :
(
1
2
)
b1 :
(
−12
)
Para o´rbitas perio´dicas hiperbo´licas em M(D) se mostra que existem vizinhanc¸as U0, V0 e W0
de 0 ∈ R3 em A0 (com U0 ⊂ V0) e um homeomorfismo h : V0 → W0, fixando 0 ∈ R3, tal que
h ◦ pi ◦ h−1|U0 ou h ◦ pi−1 ◦ h−1|U0 e´ igual a uma das seguintes aplicac¸o˜es lineares restrito a U0:
a2 :
 12 0
0 12
, a3 :
 2 0
0 12
, b2 :
 −12 0
0 −12
, b3 :
 −2 0
0 −12

c1 :
 −12 0
0 12
, c2 :
 −2 0
0 12
, d1 :
 0 12
−12 0
, d2 :
 0 12
1
2 0

1.2. Campos de Vetores Tangentes Xr(M) 9
a1 b1 d1
a2 a3
b2 b3
Figura 1.2: Alguns tipos locais de o´rbitas perio´dicas hiperbo´licas
A seguir, na Figura 1.2, temos alguns tipos locais das o´rbitas perio´dicas hiperbo´licas: (a1) anel
com uma o´rbita perio´dica atratora, (a2) intersecc¸a˜o transversal de dois ane´is com o´rbitas perio´dicas
atratoras, (a3) intersecc¸a˜o transversal de dois ane´is uma com o´rbita perio´dica atratora e a outra
repulsora, (b1) faixa de Mobius com uma o´rbita perio´dica atratora, (b2) intersecc¸a˜o transversal
de duas faixas de Mobius com o´rbitas perio´dicas atratoras, (b3) intersecc¸a˜o transversal de duas
faixas de Mobius uma com o´rbita perio´dica atratora e a outra repulsora, (d1) anel imerso no R3
auto-interceptandose numa o´rbita perio´dica atratora.
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y
z
x
S
X = λx ∂∂x + µy
∂
∂y + νz
∂
∂z + termos de ordem maior
Figura 1.3: Setor λ > 0 > µ, ν > 0
1.2.3 Ciclos Singulares
Seja X ∈ Xr(M), para r = 1, 2, · · · ,∞, com um nu´mero finito de singularidades, todas
hiperbo´licas. Seja p ∈ M(T ). Enta˜o X em p determina setores parabo´licos ou hiperbo´licos (i).
Se λ > 0 > µ sa˜o os autovalores de DX(p) restrito ao setor hiperbo´lico S de p, ver Figura 1.3,
enta˜o definimos ρ(S) = ρ(X,S, p) = |µ|/λ.
Definic¸o˜es
1. Um ciclo singular e´ um conjunto conexo, compacto e na˜o-vazio composto de singularidades
{p1, p2, . . . , pn, pn+1 = p1} ⊂ M(T ) e trajeto´rias regulares {γ0, γ1, . . . , γn = γ0} ⊂ M(D) tal
que para i ∈ {1, 2, . . . , n}, ω(γi−1) = pi = α(γi).
2. Um ciclo limite singular Z e´ um ciclo singular que e´ o conjunto α−limite ou o conjunto
ω−limite de uma trajeto´ria γ˜ ⊂M(R).
3. Sejam S1, S2, . . . , Sn os setores dos pontos fixos de X contidos em Z e atrave´s do qual γ˜
aproxima Z positivamente (respectivamente negativamente). Dizemos que Z e´ simples se∏n
i=1 ρ(Si) 6= 1.
(i)Intuitivamente um setor hiperbo´lico S de p e´ uma regia˜o aberta emM tal que o ponto cr´ıtico p e suas separatrizes
esta˜o na fronteira de S.
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P1
P2
P1
P2
Figura 1.4: Alguns tipos locais de ciclos limites singulares simples
A seguir, na Figura 1.4, temos alguns tipos locais de ciclos limites singulares simples: P1 e P2
denotam os ane´is horizontais em cada vizinhanc¸a dos ciclos. Cada anel e´ interceptado transver-
salmente por planos com estrutura de o´rbitas local topologicamente equivalente a um atrator, sela
ou repulsor.
1.3 Estabilidade Estrutural
Se p e´ um ponto fixo de X, o conjunto
W up = {q ∈M : Xt(q)→ p quando t→ −∞}
(respectivamente W sp = {q ∈ M : Xt(q) → p quando t → ∞}) e´ chamado a variedade insta´vel
(respectivamente esta´vel) de p.
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Definic¸a˜o Dizemos que uma trajeto´ria γ ⊂M(R) e´ uma conexa˜o sela se existem duas singular-
idades hiperbo´licas p e q de X tal que γ =W u(p)∩W s(q) e W u(p)∪W s(q) consiste de um nu´mero
finito de trajeto´rias.
Definic¸a˜o Seja M ⊂ Rl uma 2-variedade com singularidades simples. Chamamos Σr(M) o
conjunto de campos de vetores X ∈ Xr(M) tal que:
1. X tem um nu´mero finito de pontos fixos e o´rbitas perio´dicas, todos hiperbo´licos.
2. Os ciclos limites singulares de X sa˜o simples e X na˜o tem conexa˜o sela.
3. O conjunto α− e ω−limite de cada trajeto´ria de X e´ um ponto fixo, uma o´rbita perio´dica ou
um ciclo singular.
O fluxo Xt associado ao campo X ∈ Σr(M) denominamos por fluxo Gutierrez-Sotomayor.
Introduzimos a Cr-topologia compacta aberta no espac¸o Xr(M), isto e´, a topologia induzida
de Crc (Rl,Rl) a qual e´ definido pelas seminormas
‖X‖Kr =
r∑
i=0
supx∈K‖DiX(x)‖
onde K e´ um subconjunto compacto de Rl.
Definic¸a˜o Seja M compacto. Os campos de vetores X,Y ∈ Xr(M), sa˜o topologicamente equiva-
lentes sobre M se existe um homeomorfismo h : M → M , levando trajeto´rias de X em trajeto´rias
de Y .
Os pontos interiores das classes de equivaleˆncia topolo´gica de Xr(M) sa˜o chamados Cr-campos
de vetores estruturalmente esta´veis. Em [6] os campos de vetores estruturalmente esta´veis sobre
variedades com singularidades simples foram caracterizados.
Teorema 1.1 Em qualquer das seguintes hipo´teses sobre Xr(M):
(a) r = 1, ou
(b) r = 2, 3, . . . ,∞ e cada componente conexa de M(R) e´ uma 2-variedade orienta´vel ou um
subconjunto aberto de P 2 ∪K2 ∪ (T 2]P 2).
Temos que:
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1. Σr(M) e´ aberto e denso em Xr(M), e
2. X ∈ Xr(M) e´ estruturalmente esta´vel se, e so´ se, X ∈ Σr(M).
Quando a parte regular M(R) e´ difeomorfa a um conjunto aberto de uma superf´ıcie fechada
na˜o-orientavel de geˆnero pelo menos 4 (toro com mais de um cross-cap) existem certos tipos de
o´rbitas recorrentes onde e´ desconhecido quando ou na˜o estas o´rbitas podem ser destru´ıdas por
Cr−pequenas perturbac¸o˜es (r ≥ 2). Se M ⊂ R3 enta˜o a parte regular de M e´ uma variedade
orienta´vel, consequ¨entemente tem-se:
Corola´rio 1.1.1 Se M ⊂ R3 enta˜o Σr(M), para r = 1, 2, . . . ,∞, e´ aberto e denso e coincide com
os campos de vetores estruturalmente esta´veis de Xr(M).
Os pontos fixos hiperbo´licos, o´rbitas perio´dicas hiperbo´licas e ciclos limites singulares sim-
ples formam o conjunto limite L de um Cr-campo de vetores estruturalmente esta´vel sobre uma
variedade com singularidades simples.
Cap´ıtulo 2
Func¸a˜o de Lyapunov
Consideraremos o conjunto M dotado com a partic¸a˜o {M(G),G}, onde G = R, C, D, W ou T ,
a qual e´ um conjunto estratificado no sentido de Thom [10]. Vamos considerar func¸o˜es f :M → R
tais que sua restric¸a˜o aos estratos seja uma func¸a˜o suave. Neste contexto, um ponto critico de f
e´ qualquer ponto p ∈ M tal que df |M(G)(p) = 0, onde M(G) e´ o estrato de M que conte´m p. Um
ponto cr´ıtico p ∈M e´ na˜o-degenerado quando a dim(M(G)) ≥ 1 implica que a matriz Hessiana de
f |M(G) nesse ponto e´ na˜o-singular. O fato de um ponto p ∈M ser um ponto cr´ıtico depende tanto
da estratificac¸a˜o de M quando da func¸a˜o f . Por exemplo, cada estrato de dimensa˜o zero de M e´
um ponto cr´ıtico de f .
Definic¸a˜o Seja M uma 2-variedade com singularidades simples. Se Xt e´ um fluxo Gutierrez-
Sotomayor em M enta˜o uma func¸a˜o f :M → R sera´ chamada uma func¸a˜o de Lyapunov se:
1. Para cada estrato M(G) de M :
(a) f |M(G) e´ uma func¸a˜o suave e f e´ continua em M .
(b) Os pontos cr´ıticos de f |M(G) sa˜o na˜o-degenerados e coincidem com as singularidades de
Xt.
(c)
d
dt
(f |M(G) (Xtx)) < 0, se x na˜o e´ uma singularidade de Xt.
2. Dados p e q singularidades de Xt enta˜o f(p) 6= f(q).
Em outras palavras, uma func¸a˜o de Lyapunov em M e´ uma colec¸a˜o de func¸o˜es de Lyapunov
sobre os estratos de M ⊂ Rl. Note, no entanto, que na˜o exigimos que a func¸a˜o de Lyapunov seja
14
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suave globalmente apenas continua. Assim, por exemplo, na˜o exigimos que a func¸a˜o de Lyapunov
seja a restric¸a˜o de alguma func¸a˜o suave f˜ : Rl → R.
2.1 Caso Local
A seguir fazemos uma construc¸a˜o local da func¸a˜o de Lyapunov f , i.e., constru´ımos f em
vizinhanc¸as das singularidades de um fluxo Gutierrez-Sotomayor Xt.
Teorema 2.1 Seja M uma 2-variedade com singularidades simples. Se p ∈ M e´ uma singulari-
dade de um fluxo Gutierrez-Sotomayor Xt em M que na˜o seja do tipo sela-cone enta˜o existe uma
vizinhanc¸a, suficientemente pequena, N de p, em M , e uma func¸a˜o f sobre N tal que f e´ uma
func¸a˜o de Lyapunov sobre N .
Demonstrac¸a˜o.
• Se p ∈M(R) enta˜o uma vizinhanc¸a N de p em M e´ um disco e em coordenadas locais X tem
a forma x˙ = Ax+ φ(x) onde φ(0) = dφ(0) = 0 e os autovalores de A teˆm parte real diferente
de zero. Esta condic¸a˜o e´ equivalente a equac¸a˜o de Lyapunov: existem matrizes sime´tricas Q
e C com C positivo definido e Q na˜o-singular tal que ATQ+QA = −C. Definimos a func¸a˜o
f dada por f(x) = xTQx. Como
df
dt
= x˙TQx+ xTQx˙
df
dt
= (Ax+ φ(x))TQx+ xTQ(Ax+ φ(x))
df
dt
= xT (ATQ+QA)x+ 2xTQφ(x)
df
dt
= −xTCx+ 2xTQφ(x)
onde 2xTQφ(x) conte´m os termos de ordem maior, enta˜o para N suficientemente pequeno
temos que f e´ uma func¸a˜o de Lyapunov sobre N .
• Se p ∈ M(C), singularidade cone do tipo atrator ou repulsor enta˜o uma vizinhanc¸a N de p
em M e´ formada por dois discos D1 e D2 identificados na singularidade p, veja Figura 1.1
(b2). Podemos assumir, sem perda de generalidade, via um homeomorfismo que os discos Di,
i = 1, 2, esta˜o no plano R2, veja Figura 2.1 (a) e (b). Nos discos Di a dinaˆmica e´ como no
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(a) (b) (c)
Figura 2.1: Discos Di em N
caso p ∈ M(R), portanto, aqui temos uma func¸a˜o de Lyapunov fi. Agora seja a func¸a˜o f
sobre N tal que:
f(x) =
 f1(x) se x ∈ D1f2(x) se x ∈ D2
Enta˜o f |N\{p} e´ uma func¸a˜o de Lyapunov, logo f e´ uma func¸a˜o de Lyapunov sobre N .
• Se p ∈ M(D) enta˜o uma vizinhanc¸a N de p em M e´ formado por dois discos Di, i = 1, 2,
interceptado-se transversalmente mediante dois diaˆmetros d1 e d2 em D1 e D2 respectiva-
mente, figura 1.1 (c1), (c2) e (c3). Nos discos Di a dinaˆmica e´ como no caso p ∈ M(R),
portanto aqui temos uma func¸a˜o de Lyapunov fi. Por adicionar constantes apropriadas as-
sumimos f1(p) = f2(p) e usando homotetias redefinimos fi de tal forma que f1(x) = f2(y),
em limite, com x ∈ ∂d1 e y ∈ ∂d2. Desta forma, a intersecc¸a˜o transversal dos discos Di
e´ feita via os homeomorfismos, nas o´rbitas γ de d1 sobre as o´rbitas ζ de d2, dados por
x→ (f2|−1ζ ◦ f1|γ)(x). Assim, se x ∈ D1 ∩D2 enta˜o f1(x) = f2(x). Logo f : N → R dada por
f(x) =
 f1(x) se x ∈ D1f2(x) se x ∈ D2
e´ uma func¸a˜o de Lyapunov sobre N . De fato, para cada estrato M(G) ⊂ N , com G = R ou
D, tem-se que f |M(G) e´ uma func¸a˜o de Lyapunov sobre M(G).
• Se p ∈M(W) enta˜o uma vizinhanc¸a N de p em M pode ser obtida de um disco D com dois
raios distintos r1 e r2 identificados, veja Figura 1.1 (d1) e (d2). No disco D a dinaˆmica e´
como no caso p ∈ M(R), portanto, aqui temos uma func¸a˜o de Lyapunov f . Redefinimos f
para N = D/ ∼ onde ∼ e´ dado por:
x ∼ y ⇔ x = y ou f(x) = f(y) com x ∈ r1 ⊂W s(p), y ∈ r2 ⊂W s(p).
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Logo f : N → R dada por f(x) = f(x) e´ uma func¸a˜o de Lyapunov sobre N (na nossa notac¸a˜o
posterior estaremos omitindo as barras). De fato, para cada estrato M(G) ⊂ N , com G = R
ou D, tem-se que f |M(G) e´ uma func¸a˜o de Lyapunov sobre M(G). De modo semelhante
quando consideremos W u(p) em ∼.
• Se p ∈ M(T ) enta˜o uma vizinhanc¸a N de p em M e´ formado por treˆs discos Di, i = 1, 2, 3,
que se interceptam transversalmente dois a dois ao longo de retas que se interceptam no ponto
p, veja Figura 1.1 (e1) e (e2). Nos discos Di a dinaˆmica e´ como no caso p ∈M(R), portanto,
aqui temos uma func¸a˜o de Lyapunov fi. Se N˜ e´ formado pelos discos Di e Dj , interceptado
transversalmente, com p um ponto duplo em N˜ enta˜o definimos f˜ em N˜ , decrescente ao
longo das o´rbitas, como em p ∈ M(D). Denotemos por di ⊂ Di ⊂ N˜ e dj ⊂ Dj ⊂ N˜ as
retas em N˜ e por dki ⊂ Dk e dkj ⊂ Dk as retas em Dk respectivamente, por onde N˜ e o
disco Dk se interceptam transversalmente. Por adicionar constantes apropriadas assumimos
f˜(p) = fk(p) e usando homotetias redefinimos fk de tal forma que f˜(x) = fk(y), em limite,
com x ∈ ∂di ∪ ∂dj e y ∈ ∂dki ∪ ∂dkj . Desta forma, a intersecc¸a˜o transversal do disco Dk com
N˜ e´ feita via os homeomorfismos, nas o´rbitas γ de dki ∪ dkj sobre as o´rbitas ζ de di ∪ dj ,
dados por x→ (f˜ |−1ζ ◦ fk|γ)(x). Assim temos:
se x ∈ D1 ∩D2 enta˜o f1(x) = f2(x)
se x ∈ D1 ∩D3 enta˜o f1(x) = f3(x)
se x ∈ D2 ∩D3 enta˜o f2(x) = f3(x)
pois f˜ |Di = fi e f˜ |Dj = fj . Logo f : N → R dada por
f(x) =

f1(x) se x ∈ D1
f2(x) se x ∈ D2
f3(x) se x ∈ D3
e´ uma func¸a˜o de Lyapunov sobre N . De fato, para cada estrato M(G) ⊂ N , com G = R ou
D, tem-se que f |M(G) e´ uma func¸a˜o de Lyapunov sobre M(G).
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Proposic¸a˜o 2.2 Seja M uma 2-variedade com singularidades simples. Se p ∈M(C) e´ uma singu-
laridade do tipo sela-cone de um fluxo Gutierrez-Sotomayor Xt em M enta˜o existe uma vizinhanc¸a,
suficientemente pequena, N de p, em M , e uma func¸a˜o f sobre N tal que f e´ continua e decresce
ao longo das o´rbitas sobre N − {p}.
Demonstrac¸a˜o. Se p ∈M(C) e´ a singularidade do tipo sela-cone em M enta˜o uma vizinhanc¸a N de
p em M e´ formada por dois discos D1 e D2 identificados na singularidade p, D1 ∨pD2, veja Figura
1.1 (b1). Podemos assumir, sem perda de generalidade, via um homeomorfismo que os discos Di,
i = 1, 2, esta˜o no plano R2, veja Figura 2.1 (c). Nestas coordenadas locais sua dinaˆmica e´ dada
por:  x˙ = 0y˙ = −x2 − y2
Seja fi a func¸a˜o sobre Di dada por fi(x, y) = y. Como dfidt = −x2 − y2 < 0 enta˜o fi decresce ao
longo das o´rbitas sobre Di. Agora seja a func¸a˜o f sobre N tal que:
f(x) =
 f1(x) se x ∈ D1f2(x) se x ∈ D2
Enta˜o f |N\{p} e´ uma func¸a˜o cont´ınua que decresce ao longo das o´rbitas sobre N − {p}.
Teorema 2.3 Seja M uma 2-variedade com singularidades simples. Se γ ⊂ M(R) e´ uma o´rbita
perio´dica de um fluxo Gutierrez-Sotomayor Xt em M enta˜o existem uma vizinhanc¸a, suficiente-
mente pequena, N de γ, em M , e uma func¸a˜o f sobre N tal que f decresce ao longo das o´rbitas
sobre N\γ e e´ constante em γ.
Demonstrac¸a˜o. Se γ ⊂ M(R) enta˜o uma vizinhanc¸a N de γ em M e´ um anel. Podemos assumir,
sem perda de generalidade, via um homeomorfismo que o anel N esta no plano R2, figura 1.2 (a).
Enta˜o nestas coordenadas locais, sua dinaˆmica esta dada por: x˙ = x− y − x(x
2 + y2)
y˙ = x+ y − y(x2 + y2)
Definimos a func¸a˜o f sobre N dada por f(x, y) = 14 ln
2(x2 + y2). Como
df
dt
=
x
x2 + y2
(ln(x2 + y2))(x− y − x(x2 + y2)) + y
x2 + y2
(ln(x2 + y2))(x+ y − y(x2 + y2))
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= (ln(x2 + y2))(1− (x2 + y2)) < 0
enta˜o f decresce ao longo das o´rbitas sobre N\γ e e´ constante em γ.
2.2 Caso Global
A seguir estudamos o caso global, i.e., consideramos fluxos Gutierrez-Sotomayor, Xt, sem
o´rbitas perio´dicas e sem ciclos singulares numa 2-variedade com singularidades simples, compacta
e com fronteira ∂M (podendo ser vazia). Consideramos o fluxo Xt transversal a ∂M e denotamos
por ∂M− a fronteira de sa´ıda do fluxo e ∂M+ = ∂M\∂M− a fronteira de entrada do fluxo.
Se um ponto p esta´ no estrato S deM enta˜o esta´ bem definido o espac¸o tangente TpS. Mas seM
e´ singular ao longo de S existem muitos “planos tangentes” aM em p e os denominamos por espac¸os
tangentes generalizados. Formalmente, um espac¸o tangente generalizado em p ∈ S e´ qualquer plano
Qp da forma Qp = limpi→p TpiS′ onde pi e´ uma sequeˆncia de pontos num estrato S′ cujo limite e´
p. O fibrado tangente generalizado Q a` variedade com singularidades simples M e´ o conjunto de
todos os pares (x, v) tais que x ∈ M e v ∈ Qp. Fixada uma me´trica riemanniana sobre Rl, para
cada p ∈ S, o produto interno no subespac¸o Qp o decompo˜e na soma direta Qp = TpS ⊕ (TpS)⊥
onde (TpS)⊥ e´ o complemento ortogonal de TpS em Qp. Isto significa que, localmente, a parte do
fibrado tangente generalizado Q que se projeta sobre S se decompo˜e em um fibrado tangente TS e
um fibrado normal generalizado TS⊥.
Lema 2.4 Seja M uma 2-variedade com singularidades simples. Se Xt e´ um fluxo Gutierrez-
Sotomayor em M enta˜o existe uma colec¸a˜o disjunta de subvariedades ramificadas 1-dimensionais
Bi de M , i = 0, 1, . . . ,m, com as seguintes propriedades:
1. B0 = ∂M−, Bm = ∂M+
2. O fluxo Xt e´ transversal a cada Bi
3. Cada Bk, k 6= 0,m, divide M em duas regio˜es cujos fechos denotamos por Gk e Hk com
Gk ⊃ Gk−1, Hk ⊃ Hk+1 e Gk conte´m exatamente k singularidades. Definindo G0 = B0,
H0 =M , Gm =M e Hm = Bm. Temos que, para i = 0, . . . ,m, Gi∩Hi = Bi e Gi∪Hi =M .
4. Bk e´ a fronteira de entrada do fluxo Xt em Gk.
2.2. Caso Global 20
Demonstrac¸a˜o. Por induc¸a˜o em k, tome B0 = ∂M− e assuma que temos constru´ıdo Bk−1 com
M = Gk−1∪Hk−1, Gk−1∩Hk−1 = Bk−1, Gk−1 contem k−1 singularidades e a fronteira de entrada
do fluxo Xt em Gk−1 e´ Bk−1. Agora constru´ımos Bk.
Seja Bk−1 × [−1, 1] uma vizinhanc¸a produto (i) de Bk−1 (no caso k = 1 tome Bk−1 × [0, 1])
com Bk−1 = Bk−1 × 0, Bk−1 × [0, 1] ⊂ Hk−1 e o fluxo Xt e´ transversal a Bk−1 × t para cada t.
1. Seja p ∈M(G), com G = R, C, D, W ou T , uma singularidade atratora de Xt.
Do teorema 2.1 podemos escolher uma vizinhanc¸a N de p de forma que Xt e´ transversal ao
bordo. Em seguida fazemos a unia˜o disjunta de N com G′k para obter Gk onde G
′
k e´ obtido
por colar em Gk−1 o colar de Bk−1 (contido em Hk−1), ver Figura 2.2.
Hk−1
Bk−1
Gk−1
Bk
Gk
Hk
N
Gk
Figura 2.2: Construc¸a˜o de Bk
Portanto, Bk = ∂Gk e´ uma unia˜o disjunta de curvas ramificadas com uma componente a mais
que Bk−1 se p ∈ M(G) onde G = R, D, W ou T , e com 2 componentes a mais que Bk−1 se
p ∈M(C).
2. Seja p ∈ M(G), com G = R, C, D, W ou T , uma singularidade de Xt que na˜o e´ um atrator
nem repulsor. Primeramente construimos S para cada singularidade p ∈M(G).
(a) Se p ∈ M(R) enta˜o do teorema 2.1 podemos escolher uma vizinhanc¸a N de p, uma
func¸a˜o f sobre N e δ > 0 tal que o disco limitado por f−1(δ) ∩W s(p) = W˜ esta´ em
N . Seja E o fibrado normal de W s(p)\{p} em M(R) restrito a W˜ de vetores com
magnitude ≤ . Denote por S a imagem de E pela aplicac¸a˜o exponencial.
(i)bicolar de Bk−1 e colar no caso k = 1.
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(b) Se p ∈ M(C) enta˜o da proposic¸a˜o 2.2 podemos escolher uma vizinhanc¸a N de p, uma
func¸a˜o f sobre N e δ > 0 tal que o disco limitado por f−1(δ) ∩W s(p) = W˜ esta´ em
N . Seja E o fibrado normal de W s(p)\{p} em M(R) restrito a W˜ de vetores com
magnitude ≤ . Denote por S a imagem de E pela aplicac¸a˜o exponencial.
(c) Se p ∈ M(W) enta˜o do teorema 2.1 podemos escolher uma vizinhanc¸a N de p, uma
func¸a˜o f sobre N e δ > 0 tal que os discos limitado por p e f−1(δ) ∩W s(p) = W˜ esta˜o
em N . Seja E o fibrado normal generalizado de W s(p)\{p} em M restrito a W˜ de
vetores com magnitude ≤ . Denote por S a imagem de E pela aplicac¸a˜o exponencial
restrita a cada Qp.
(d) Se p ∈ M(D) enta˜o do teorema 2.1 podemos escolher uma vizinhanc¸a N de p, uma
func¸a˜o f sobre N e δ > 0 tal que os discos limitado por f−1(δ)∩W s(p)∩N\W s(p) = W˜
esta˜o em N . Seja E o fibrado normal generalizado de W s(p) ∩N\W s(p) em N\W s(p)
restrito a W˜ de vetores com magnitude ≤ . Denote por S a imagem de E pela
aplicac¸a˜o exponencial restrita a cada Qp.
(e) Se p ∈ M(T ) enta˜o do teorema 2.1 podemos escolher uma vizinhanc¸a N de p, uma
func¸a˜o f sobre N e δ > 0 tal que os discos limitado por p e f−1(δ)∩W s(p)∩N\W s(p) =
W˜ esta˜o em N . Seja E o fibrado normal generalizado deW s(p)∩N\W s(p) em N\W s(p)
restrito a W˜ de vetores com magnitude≤ . Denote por S a imagem de E pela aplicac¸a˜o
exponencial restrita a cada Qp.
Assumimos  suficientemente pequeno tal que S e´ transversal a X. Definimos o mergulho
T : S\W˜ → V˜ , com V˜ = Bk−1 × 1, que mapeia x ∈ S\W˜ no ponto da o´rbita de x que
intercepta V˜ .
Agora definimos um mergulho C∞ F : ∂S × [−1, 1]→M dado por F (x,−1) = x, F (x, 1) =
T (x) e F (x, t) esta´ na u´nica o´rbita que liga x e T (x) e a distancia de x e´ proporcional a t.
Enta˜o estendemos F para um mergulho C∞ de ∂S × [−2, 2] que manda x × [−2, 2] numa
o´rbita regular, para cada x. Finalmente modificamos F ligeiramente para um novo mergulho
C∞. Fixado uma me´trica riemanniana sobre M(R), seja v(p, t) o campo de vetores normal
unita´rio sobre a imagem de F cuja orientac¸a˜o e´ dada pelos vetores sobre ∂S orientado para
fora de W˜ . Para η, constante positiva pequena, seja Fη(p, t) o ponto a uma distancia ηt de
F (p, t) ao longo da geode´sica determinada por v(p, t), ver Figura 2.3.
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S
ImT
F (x,−1)
v(x, t)
ImF
F (x, 0)
ImFη
F (x, 1)
Figura 2.3: Construc¸a˜o de Fη (uma face)
Escolhemos η pequeno tal que a imagem de Fη, imFη, e´ disjunto da imagem de T , imT .
Tambem temos que Xt e´ transversal a imFη, e imFη ∩ S, imFη ∩ V˜ sa˜o difeomorfos respec-
tivamente a imF ∩ S, imF ∩ V˜ .
Desta forma obtemos uma subvariedade 1-dimensional (singular) B′k emM feito das seguintes
pec¸as:
• A parte de S limitado por imFη ∩ S.
• V˜ menos pec¸as limitadas por imFη ∩ V˜ que contem W u(p) ∩ V˜ .
• A parte de imFη limitado por imFη ∩ S e imFη ∩ V˜ .
Enta˜o temos que Xt e´ transversal a B′k. Verifica-se que M\B′k = G′k ∪H ′k com G′k contendo
Gk−1 e o ponto singular p. De fato, G′k se diferencia de Gk pois B
′
k = ∂G
′
k na˜o e´ uma
subvariedade diferencia´vel, i.e., falha a diferenciabilidade ao longo de imFη ∩ S e imFη ∩ V˜ .
Isto e´ suavizado de forma a obter o desejado Gk e Bk. De fato, pegue uma vizinhanc¸a U de
imFη ∩ S (ou imFη ∩ V˜ ) “difeomorfo” a R+ × R+, com R+ = {t; 0 ≤ t <∞}, agora mapeie
R+×R+ sobre o semiplano R×R+ pela correspondeˆncia (r cos θ, r senθ) f−→ (r cos 2θ, r sen2θ)
para r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ pi2 . Assim f e´ um difeomorfismo, exceto no ponto singular, ver [7].
3. Finalmente, se p ∈ M(G), com G = R, C, D, W ou T , e´ uma singularidade repulsora de Xt
enta˜o pelo teorema 2.1 escolhemos uma vizinhanc¸a N de p cujo bordo e´ transversal a Xt.
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Logo Gk = Gk−1 ∪Bk−1 × [0, 1] ∪N .
Se considerarmos o caso particular de uma 2-variedade com singularidades cone, i.e.,
variedades que so´ admitem singularidades do tipo cone, observamos neste caso que no lugar de ter
1-subvariedades ramificadas sempre teremos curvas fechadas. No capitulo 4, lema 5.2 apresentamos
este lema para as variedades com singularidades cone.
Figura 2.4: Curvas fechadas Bi numa variedade com singularidades cone
Lema 2.5 Seja M uma 2-variedade com singularidades simples. Se Xt e´ um fluxo Gutierrez-
Sotomayor com uma u´nica singularidade p que na˜o seja do tipo sela-cone enta˜o existe uma func¸a˜o
de Lyapunov f sobre M tal que f tem valor c− 12 em ∂M−, c+ 12 em ∂M+ e f(p) = c.
Demonstrac¸a˜o. Primeiro definimos a func¸a˜o desejada numa vizinhanc¸a de W s(p) ∪W u(p). Seja
N uma vizinhanc¸a de p e f uma func¸a˜o em N como no teorema 2.1 e assumimos f(p) = c por
adicionar constantes apropriadas. Enta˜o seja f−1(c + δ) ∩N = R+, f−1(c − δ) ∩N = R−, com δ
escolhido como no lema pre´vio (ii), R+ = {(u, v) ∈ R; ‖v‖ ≤ } e R− = {(u, v) ∈ R−; ‖u‖ ≤ }.
Fixemos uma me´trica riemanniana sobre Rl e tomemos  = 110 . Para x ∈ R+ redefinamos f
sobre Xt(x), t ≤ 0, tal que f(X0(x)) = c+δ, f(y) = c+ 12 onde y e´ o ponto de Xt(x) que intercepta
∂M+, e define-se f nos pontos da o´rbita que conecta X0(x) e y, proporcional ao comprimento
(ii)o disco limitado por f−1(c+ δ) ∩W s(p) esta em N .
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de arco. Assim obtivemos uma func¸a˜o f numa vizinhanc¸a de W s(p) satisfazendo as condic¸o˜es de
fronteira adequadas, pore´m na˜o diferencia´vel em f−1(c+ δ). Podemos suavizar f , ver 8.1 e 8.2 de
[7], de forma a ser C∞ em f−1(c+ δ).
Da mesma forma usando R− , obtemos f definido numa vizinhanc¸a Q de W u(p) assim como
na vizinhanc¸a de W s(p), satisfazendo f(Q∩∂M−) = c− 12 . Portanto, obtemos a func¸a˜o f desejada
numa vizinhanc¸a aberta P de W s(p) ∪W u(p). Podemos assumir, sem perda de generalidade, que
se x ∈ P enta˜o Xt(x) ∈ P , ∀t.
Agora estendemos f para toda a variedade M . Escolha U ⊂ ∂M− ∩ P uma vizinhanc¸a
compacta de W u(p)∩ ∂M−. Enta˜o seja λ uma func¸a˜o real C∞ sobre ∂M− satisfazendo 0 ≤ λ ≤ 1
com λ = 1 em U e λ = 0 em ∂M−\P ∩ ∂M−. Para x ∈ M\(W s(p) ∪ W u(p)) seja l(x) o
comprimento da o´rbita passando em x, v(x) o comprimento da o´rbita ligando {Xt(x)} ∩ ∂M−
a x e g(x) = c − 12 + v(x)l(x) . Logo a func¸a˜o λf + (1 − λ)g sobre M e´ a func¸a˜o procurada onde
λ(x) = λ(Xt(x) ∩ ∂M−) ou 1 se Xt(x) na˜o intercepta ∂M−.
Teorema 2.6 Seja M uma 2-variedade compacta com singularidades simples. Se Xt e´ um fluxo
Gutierrez-Sotomayor em M que na˜o contem singularidades do tipo sela-cone enta˜o existe uma
func¸a˜o de Lyapunov f sobre M .
Demonstrac¸a˜o. Considere Gk − Gk−1, ∀k, definido no lema 2.4. Seja fk a func¸a˜o do lema 2.5
definida sobre o fecho de Gk −Gk−1. Justapondo os fk obtemos uma func¸a˜o f bem definida sobre
M e suave (iii) numa vizinhanc¸a de B1, · · · , Bm−1. Portanto, a func¸a˜o de Lyapunov desejada e´
obtida.
Para as singularidades do tipo sela-cone do fluxo Xt temos pela proposic¸a˜o 2.2 que existe uma
vizinhanc¸a, suficientemente pequena, N de p, em M , e uma func¸a˜o f sobre N tal que f e´ continua
e decresce ao longo das o´rbitas sobre N − {p}. Usando a mesma contruc¸a˜o do lema 2.5 e teorema
2.6 estendemos f para a 2-variedade compacta com singularidades simples.
(iii)como na prova do lema 2.5.
Cap´ıtulo 3
O I´ndice de Conley
Neste cap´ıtulo calculamos o ı´ndice de Conley de fluxos Gutierrez-Sotomayor, Xt, em variedades
com singularidades simples M . Posteriormente, apresentamos uma relac¸a˜o entre as singularidades
da parte regular e da parte singular do fluxo com a homologia da variedade M .
O ı´ndice de Conley esta´ definido para fluxos cont´ınuos em espac¸os topolo´gicos. Um conjunto
compacto N ⊂M e´ uma vizinhanc¸a isolante se Inv(N) := {x ∈ N ;Xt(x) ⊂ N, ∀t} ⊂ int(N) onde
int(N) denota o interior de N . Λ e´ um conjunto invariante isolado se Λ = Inv(N) para alguma
vizinhanc¸a isolante N .
Se Λ e´ um conjunto invariante isolado, um par topolo´gico(i) (N,L) e´ dito par ı´ndice para Λ se:
1. Λ = Inv(cl(N\L)) e N\L e´ uma vizinhanc¸a isolante de Λ.
2. L e´ positivamente invariante em N , isto e´, dado x ∈ L e Xt(x) ⊂ N para t ∈ [0, t0] enta˜o
Xt(x) ⊂ L para t ∈ [0, t0].
3. L e´ um conjunto de sa´ıda para N ; isto e´, dado x ∈ N e t1 > 0 tal que Xt1(x) /∈ N enta˜o
existe t0 ∈ [0, t1] tal que Xt(x) ⊂ N , para t ∈ [0, t0], e Xt0(x) ∈ L.
Em [2] Conley mostra a existeˆncia de um par ı´ndice (N,L) para um conjunto invariante isolado
Λ. Mostra tambe´m que se (N,L) e (N ′, L′) sa˜o pares ı´ndices para um conjunto invariante isolado
Λ enta˜o (N/L, [L]) tem o mesmo tipo de homotopia de (N ′/L′, [L′]).
Definic¸o˜es
(i)Um par topolo´gico e´ um par ordenado (N,L) de espac¸os tal que L e´ um subespac¸o fechado de N .
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1. O ı´ndice homoto´pico de Conley de Λ, h(Λ), e´ o tipo de homotopia do espac¸o pontuado (ii)
(N/L, [L]) onde (N,L) e´ qualquer par ı´ndice para Λ.
2. O ı´ndice homolo´gico de Conley de Λ e´ definido por CH∗(Λ) := H∗(h(Λ)) onde H∗ denota a
homologia com coeficientes inteiros.
3. O ı´ndice nu´merico de Conley de Λ e´ definido como os ranks do ı´ndice homolo´gico de Conley
de Λ, h∗ = dimCH∗(Λ).
Desta forma o ı´ndice homoto´pico e´ o tipo de homotopia de um espac¸o topolo´gico. Como a
homologia e´ um invariante de espac¸os homoto´picos enta˜o o ı´ndice homolo´gico esta bem definido.
Para o ca´lculo do ı´ndice de Conley homolo´gico usaremos o isomorfismo H˜n(X∨Y ) ≈ H˜n(X)⊕H˜n(Y )
se os pontos bases de X e Y que sa˜o identificados em X ∨Y sa˜o retrato deformac¸o˜es de vizinhanc¸as
U ⊂ X e V ⊂ Y .
3.1 Ca´lculo do I´ndice de Conley
Nesta sec¸a˜o calcularemos o ı´ndice de Conley para fluxos Gutierrez-Sotomayor. Antes de enun-
ciar o teorema fazemos a seguinte denominac¸a˜o. Seja p ∈ M uma singularidade de um fluxo
Gutierez-Sotomayor Xt e N uma vizinhanc¸a suficientemente pequena, como na demonstrac¸a˜o do
lema 2.1. Dizemos que p e´:
• do tipo a se p ∈M(G), onde G = R, C, D, W ou T , e´ uma singularidade atratora.
• do tipo s se p ∈M(R) ∪M(C) na˜o e´ uma singularidade atratora nem repulsora.
• do tipo r se p ∈M(G), onde G = R, C, D, W ou T , e´ uma singularidade repulsora.
• do tipo si se p ∈M(W) e´ uma singularidade sela num disco bidimensional com sua variedade
insta´vel identificada.
• do tipo se se p ∈M(W) e´ uma singularidade sela num disco bidimensional com sua variedade
esta´vel identificada.
(ii)Um par topolo´gico (N,L) onde L consiste de um ponto e´ dito espac¸o pontuado. Dado um par (N,L) definimos o
espac¸o pontuado (N/L, [L]) := ((N\L)∪ [L], [L]) onde [L] denota a classe de equivaleˆncia de pontos em L na relac¸a˜o:
x ∼ y ⇔ x = y ou x, y ∈ L. A topologia no espac¸o pontuado (N/L, [L]) e´ a topologia quociente. Se L = ∅ enta˜o
(N/L, [L]) := (N unionsq x0, x0) onde x0 /∈ N .
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• do tipo as se p ∈M(D) e N e´ formado por um atrator e uma sela.
• do tipo rs se p ∈M(D) e N e´ formado por um repulsor e uma sela.
• do tipo ssi se p ∈ M(D) e N e´ formado por duas selas com intersec¸a˜o ao longo de suas
variedades insta´veis.
• do tipo sse se p ∈ M(D) e N e´ formado por duas selas com intersec¸a˜o ao longo de suas
variedades esta´veis.
• do tipo ass se p ∈M(T ) e N e´ formado por um atrator e duas selas.
• do tipo rss se p ∈M(T ) e N e´ formado por um repulsor e duas selas.
Teorema 3.1 Sejam M uma 2-variedade com singularidades simples e Xt um fluxo Gutierrez-
Sotomayor em M . Seja p uma singularidade de Xt.
1. Se p ∈M(R) enta˜o
(a) Se p e´ do tipo a enta˜o h(p) = S0.
(b) Se p e´ do tipo s enta˜o h(p) = S1.
(c) Se p e´ do tipo r enta˜o h(p) = S2.
2. Se p ∈M(C) enta˜o
(a) Se p e´ do tipo a enta˜o h(p) = S0.
(b) Se p e´ do tipo s enta˜o h(p) = S1.
(c) Se p e´ do tipo r enta˜o h(p) = S2 ∨ S2 ∨ S1.
3. Se p ∈M(W) enta˜o
(a) Se p e´ do tipo a enta˜o h(p) = S0.
(b) Se p e´ do tipo r enta˜o h(p) = S2 ∨ S2.
(c) Se p e´ do tipo si enta˜o h(p) = 0¯ o espac¸o a um ponto.
(d) Se p e´ do tipo se enta˜o h(p) = S1.
4. Se p ∈M(D) enta˜o
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(a) Se p e´ do tipo a enta˜o h(p) = S0.
(b) Se p e´ do tipo r enta˜o h(p) = S2 ∨ S2 ∨ S2.
(c) Se p e´ do tipo as enta˜o h(p) = S1.
(d) Se p e´ do tipo rs enta˜o h(p) = S2.
(e) Se p e´ do tipo ssi enta˜o h(p) = S1.
(f) Se p e´ do tipo sse enta˜o h(p) = S1 ∨ S1 ∨ S1.
5. Se p ∈M(T ) enta˜o
(a) Se p e´ do tipo a enta˜o h(p) = S0.
(b) Se p e´ do tipo r enta˜o h(p) = ∨7i=1S2.
(c) Se p e´ do tipo ass enta˜o h(p) = S1.
(d) Se p e´ do tipo rss enta˜o h(p) = S2.
Demonstrac¸a˜o. Seja p uma singularidade de Xt. Escolhemos um par ı´ndice (N,L) para p em M e
calculamos o ı´ndice homoto´pico de Conley h(p).
1. Se p ∈ M(R), seja N um disco fechado e L = ∂N− a regia˜o de sa´ıda de N . Logo o ı´ndice
homoto´pico de Conley de p e´ S0 (S1 ou S2) se p e´ um atrator (sela ou repulsor).
2. Se p ∈M(C) enta˜o uma vizinhanc¸a N de p em M e´ formada por dois discos de dimensa˜o dois
D1 e D2 centrados em p tal que D1 ∩D2 = {p}.
(a) Se p e´ do tipo a enta˜o L = ∅ e portanto e´ identificado a um ponto. Por outro lado, o
cone duplo N tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto, segue que h(p) = S0. Ver
Figura 3.1.
N
h(p)
L = ∅
Figura 3.1: I´ndice homoto´pico de Conley do tipo a em M(C)
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(b) Se p e´ do tipo s enta˜o wu(p) ∩ ∂N = {x1, x2} onde xi ∈ ∂Di, i = 1, 2. Sejam Ci ⊂ ∂Di,
i = 1, 2, os dois arcos por onde o fluxo sae entao xi ∈ Ci, i = 1, 2 e L = C1 ∪ C2 e´ o
conjunto de s´ıda para N . Colapsando L a um u´nico ponto e fazendo uma retrac¸a˜o ao
longo da variedade esta´vel em N obtemos que N/L tem o tipo de homotopia de S1, i.e.,
h(p) = S1. Ver Figura 3.2.
N
C1
C2
h(p)
Figura 3.2: I´ndice homoto´pico de Conley do tipo s em M(C)
(c) Se p e´ do tipo r enta˜o L = ∂N = ∂D1 ∪ ∂D2. Colapsando L a um u´nico ponto obtemos
que N/L tem o tipo de homotopia de S2 ∨ S2 ∨ S1, i.e., h(p) = S2 ∨ S2 ∨ S1. Ver
Figura 3.3.
N
h(p)
∂D1
∂D2
Figura 3.3: I´ndice homoto´pico de Conley do tipo r em M(C)
3. Se p ∈ M(D) enta˜o uma vizinhanc¸a N de p em M e´ formado por dois discos Di, i = 1, 2,
interceptado-se transversalmente mediante dois diaˆmetros d1 e d2 em D1 e D2 respectiva-
mente.
(a) Se p e´ do tipo a enta˜o L = ∅ e portanto e´ identificado a um ponto. Por outro lado, N
tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto, segue que h(p) = S0. Ver Figura 3.4.
(b) Se p e´ do tipo r enta˜o L = ∂N = ∂D1 ∪ ∂D2 onde ∂D1 e ∂D2 se interceptam transver-
salvente em dois pontos. Colapsando L a um u´nico ponto obtemos que N/L tem o tipo
de homotopia de S2 ∨ S2 ∨ S2, i.e., h(p) = S2 ∨ S2 ∨ S2. Ver Figura 3.5.
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N
L = ∅
h(p)
Figura 3.4: I´ndice homoto´pico de Conley do tipo a em M(D)
N
h(p)
Figura 3.5: I´ndice homoto´pico de Conley do tipo r em M(D)
(c) Se p e´ do tipo as enta˜o wu(p) ∩ ∂N = {x1, x2} onde x1, x2 ∈ ∂Di e Di e´ o disco que
contem a sela. Sejam C1, C2 ⊂ ∂Di os dois arcos por onde o fluxo sae entao xi ∈ Ci,
i = 1, 2 e L = C1 ∪ C2 e´ o conjunto de s´ıda para N . Colapsando L a um u´nico ponto e
fazendo uma retrac¸a˜o ao longo da variedade esta´vel em N obtemos que N/L tem o tipo
de homotopia de S1, i.e., h(p) = S1. Ver Figura 3.6.
h(p)
Figura 3.6: I´ndice homoto´pico de Conley do tipo as em M(D)
(d) Se p e´ do tipo rs enta˜o wu(p) ∩ ∂N = ∂Di onde Di e´ o disco que contem o repulsor.
Sejam C1, C2 ⊂ ∂Dj , j 6= i, os dois arcos transversais a ∂Di por onde o fluxo sae entao
L = ∂Di ∪ C1 ∪ C2 e´ o conjunto de s´ıda para N . Colapsando L a um u´nico ponto e
fazendo uma retrac¸a˜o ao longo da variedade esta´vel em N obtemos que N/L tem o tipo
de homotopia de S2, i.e., h(p) = S2. Ver Figura 3.7.
(e) Se p e´ do tipo ssi enta˜o wu(p)∩∂N = {x1, x2} onde x1, x2 ∈ ∂D1 e x1, x2 ∈ ∂D2. Sejam
B1, B2 ⊂ ∂D1 e C1, C2 ⊂ ∂D2 os arcos por onde o fluxo sae enta˜o Bi t Ci = {xi} e
L = (B1∪C1)unionsq (B2∪C2) e´ o conjunto de s´ıda para N . Colapsando L a um u´nico ponto
e fazendo uma retrac¸a˜o ao longo da variedade esta´vel em N obtemos que N/L tem o
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h(p)
Figura 3.7: I´ndice homoto´pico de Conley do tipo rs em M(D)
tipo de homotopia de S1, i.e., h(p) = S1. Ver Figura 3.8.
h(p)
Figura 3.8: I´ndice homoto´pico de Conley do tipo ssi em M(D)
(f) Se p e´ do tipo sse enta˜o wu(p)∩ ∂N = {x1, x2, y1, y2} onde x1, x2 ∈ ∂D1 e y1, y2 ∈ ∂D2.
Sejam B1, B2 ⊂ ∂D1 e C1, C2 ⊂ ∂D2 os arcos por onde o fluxo sae entao xi ∈ Bi, i = 1, 2,
yi ∈ Ci, i = 1, 2, e L = B1 unionsq B2 unionsq C1 unionsq C2 e´ o conjunto de s´ıda para N . Colapsando L
a um u´nico ponto e fazendo uma retrac¸a˜o ao longo da variedade esta´vel em N obtemos
que N/L tem o tipo de homotopia de S1 ∨S1 ∨S1, i.e., h(p) = ∨3i=1 S1. Ver Figura 3.9.
h(p)
Figura 3.9: I´ndice homoto´pico de Conley do tipo sse em M(D)
4. Se p ∈M(W) enta˜o uma vizinhanc¸a N de p em M e´ um disco D com dois raios distintos r1
e r2 identificados.
(a) Se p e´ do tipo a enta˜o L = ∅ e portanto e´ identificado a um ponto. Por outro lado, N
tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto, segue que h(p) = S0.
(b) Se p e´ do tipo r enta˜o L = ∂N e´ homeomorfa a figura-oito. Colapsando L a um u´nico
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N
L = ∅
h(p)
Figura 3.10: I´ndice homoto´pico de Conley do tipo a em M(W)
ponto obtemos que N/L tem o tipo de homotopia de S2 ∨ S2, i.e., h(p) = S2 ∨ S2. Ver
Figura 3.11.
h(p)
Figura 3.11: I´ndice homoto´pico de Conley do tipo r em M(W)
(c) Se p e´ do tipo si enta˜o wu(p)∩∂N = {x}. Sejam C1, C2 ⊂ ∂N os arcos por onde o fluxo
sae enta˜o C1 t C2 = {x} e L = C1 ∪ C2 e´ o conjunto de s´ıda para N . Colapsando L
a um u´nico ponto e fazendo uma retrac¸a˜o ao longo da variedade esta´vel em N obtemos
que N/L tem o tipo de homotopia de um ponto, i.e., h(p) = 0 o espac¸o a um ponto. Ver
Figura 3.12.
h(p)
Figura 3.12: I´ndice homoto´pico de Conley do tipo si em M(W)
(d) Se p e´ do tipo se enta˜o wu(p) ∩ ∂N = {x1, x2}. Sejam Ci ⊂ ∂N , i = 1, 2, os dois arcos
por onde o fluxo sae entao xi ∈ Ci, i = 1, 2 e L = C1 ∪ C2 e´ o conjunto de s´ıda para N .
Colapsando L a um u´nico ponto e fazendo uma retrac¸a˜o ao longo da variedade esta´vel
em N obtemos que N/L tem o tipo de homotopia de S1, i.e., h(p) = S1. Ver Figura 3.2.
h(p)
Figura 3.13: I´ndice homoto´pico de Conley do tipo se em M(W)
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5. Se p ∈ M(T ) enta˜o uma vizinhanc¸a N de p em M e´ formado por treˆs discos Di, i = 1, 2, 3,
que se interceptam transversalmente dois a dois segundo retas que se interceptam no ponto
p.
(a) Se p e´ do tipo a enta˜o L = ∅ e portanto e´ identificado a um ponto. Por outro lado, N
tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto, segue que h(p) = S0.
N
L = ∅
h(p)
Figura 3.14: I´ndice homoto´pico de Conley do tipo a em M(T )
(b) Se p e´ do tipo r enta˜o L = ∂N = ∂D1∪∂D2∪∂D3 onde ∂D1, ∂D2 e ∂D3 se interceptam
transversalvente dois a dois em dois pontos. Colapsando L a um u´nico ponto obtemos
que N/L tem o tipo de homotopia de ∨7i=1S2, i.e., h(p) = ∨7i=1S2. Ver Figura 3.15.
h(p)
Figura 3.15: I´ndice homoto´pico de Conley do tipo r em M(T )
(c) Se p e´ do tipo ass enta˜o wu(p)∩∂N = {x1, x2} onde x1, x2 ∈ ∂D2 e x1, x2 ∈ ∂D3. Sejam
B1, B2 ⊂ ∂D2 e C1, C2 ⊂ ∂D3 os arcos por onde o fluxo sae enta˜o Bi t Ci = {xi} e
L = (B1∪C1)unionsq (B2∪C2) e´ o conjunto de s´ıda para N . Colapsando L a um u´nico ponto
e fazendo uma retrac¸a˜o ao longo da variedade esta´vel em N obtemos que N/L tem o
tipo de homotopia de S1, i.e., h(p) = S1. Ver Figura 3.16.
h(p)
Figura 3.16: I´ndice homoto´pico de Conley do tipo ass em M(T )
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(d) Se p e´ do tipo rss enta˜o wu(p) ∩ ∂N = ∂D1 onde D1 e´ o disco que contem o repulsor.
Sejam B1, B2 ⊂ ∂D2 e C1, C2 ⊂ ∂D3 arcos transversais a ∂D1 por onde o fluxo sae entao
L = ∂D1 ∪ B1 ∪ B2 ∪ C1 ∪ C2 e´ o conjunto de s´ıda para N . Colapsando L a um u´nico
ponto e fazendo uma retrac¸a˜o ao longo da variedade esta´vel em N obtemos que N/L
tem o tipo de homotopia de S2, i.e., h(p) = S2. Ver Figura 3.17.
h(p)
Figura 3.17: I´ndice homoto´pico de Conley do tipo rss em M(T )
Corola´rio 3.1.1 Sejam M uma 2-variedade com singularidades simples e Xt o fluxo Gutierrez-
Sotomayor em M . Seja p uma singularidade de Xt.
1. Se p ∈M(R) enta˜o
(a) Se p e´ do tipo a enta˜o CH0(p) = Z e CHi(p) = 0 se i = 1, 2.
(b) Se p e´ do tipo s enta˜o CH1(p) = Z e CHi(p) = 0 se i = 0, 2.
(c) Se p e´ do tipo r enta˜o CH2(p) = Z e CHi(p) = 0 se i = 0, 1.
2. Se p ∈M(C) enta˜o
(a) Se p e´ do tipo a enta˜o CH0(p) = Z e CHi(p) = 0 se i = 1, 2.
(b) Se p e´ do tipo s enta˜o CH1(p) = Z e CHi(p) = 0 se i = 0, 2.
(c) Se p e´ do tipo r enta˜o CH0(p) = 0, CH1(p) = Z e CH2(p) = ⊕2i=1Z.
3. Se p ∈M(W) enta˜o
(a) Se p e´ do tipo a enta˜o CH0(p) = Z e CHi(p) = 0 se i = 1, 2.
(b) Se p e´ do tipo r enta˜o CH2(p) = ⊕2i=1Z e CHi(p) = 0 se i = 0, 1.
(c) Se p e´ do tipo si enta˜o CHi(p) = 0 se i = 0, 1, 2.
(d) Se p e´ do tipo se enta˜o CH1(p) = Z e CHi(p) = 0 se i = 0, 2.
3.1. Ca´lculo do I´ndice de Conley 35
4. Se p ∈M(D) enta˜o
(a) Se p e´ do tipo a enta˜o CH0(p) = Z e CHi(p) = 0 se i = 1, 2.
(b) Se p e´ do tipo r enta˜o CH2(p) = ⊕3i=1Z e CHi(p) = 0 se i = 0, 1.
(c) Se p e´ do tipo as enta˜o CH1(p) = Z e CHi(p) = 0 se i = 0, 2.
(d) Se p e´ do tipo rs enta˜o CH2(p) = Z e CHi(p) = 0 se i = 0, 1.
(e) Se p e´ do tipo ssi enta˜o CH1(p) = Z e CHi(p) = 0 se i = 0, 2.
(f) Se p e´ do tipo sse enta˜o CH1(p) = ⊕3i=1Z e CHi(p) = 0 se i = 0, 2.
5. Se p ∈M(T ) enta˜o
(a) Se p e´ do tipo a enta˜o CH0(p) = Z e CHi(p) = 0 se i = 1, 2.
(b) Se p e´ do tipo r enta˜o CH2(p) = ⊕7i=1Z e CHi(p) = 0 se i = 0, 1.
(c) Se p e´ do tipo ass enta˜o CH1(p) = Z e CHi(p) = 0 se i = 0, 2.
(d) Se p e´ do tipo rss enta˜o CH2(p) = Z e CHi(p) = 0 se i = 0, 1.
Demonstrac¸a˜o. E´ uma consequencia imediata do teorema 3.1 verificar que o ı´ndice homolo´gico de
Conley deste corolario. Basta ver que a homologia CHi(p) tem um fator Z para cada Si do ı´ndice
homoto´pico.
Resumimos na tabela abaixo o ı´ndice nu´merico de Conley (h0, h1, h2) em cada caso do teorema
3.1:
a s r
p ∈M(R) (1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)
a s r
p ∈M(C) (1,0,0) (0,1,0) (0,1,2)
a se si r
p ∈M(W) (1,0,0) (0,1,0) (0,0,0) (0,0,2)
a as ssi sse rs r
p ∈M(D) (1,0,0) (0,1,0) (0,1,0) (0,3,0) (0,0,1) (0,0,3)
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a ass rss r
p ∈M(W) (1,0,0) (0,1,0) (0,0,1) (0,0,7)
Os ca´lculos realizados acima do ı´ndice de Conley das singularidades de um fluxo Gutierrez-
Sotomayor, Xt, foram efetuadas com respeito ao espac¸o M . Por outro lado, podemos calcular o
ı´ndice de Conley das singularidades de Xt com respeito a subespac¸os de M . Em particular, com
respeito a parte singular de uma estratificac¸a˜o de M .
Definic¸a˜o Uma estratificac¸a˜o de Whitney de um espac¸o topolo´gico A e´ uma partic¸a˜o localmente
finita E de A em subvariedades suaves de dimensa˜o i, {Si} , localmente fechadas e localmente
disjuntas denominadas estratos de A tais que:
1. A =
⋃
i Si.
2. Si ∩ Sj 6= ∅ ⇔ Si ⊂ Sj (e escrevemos Si < Sj).
3. Seja Sα < Sβ. Suponha que duas sequeˆncias xi ∈ Sβ e yi ∈ Sα tem limite y ∈ Sα, que o limite
de direc¸o˜es limi→∞ xiyi = λ existe no espac¸o projetivo e que o limite dos planos tangentes
limi→∞ TxiSβ = τ existe na grassmaniana correspondente. Enta˜o λ ⊂ τ .
Uma variedade M com singularidades simples dotada com uma estratificac¸a˜o de Whitney
E e´ chamado uma variedade estratificada. O significado intuitivo da condic¸a˜o 3 (condic¸a˜o de
Whitney) e´ que a natureza topolo´gica das singularidades do espac¸o (incluindo as singularidades da
estratificac¸a˜o) sejam localmente constantes ao longo de cada estrato.
Uma 2-variedade com singularidades simples M dotada com a partic¸a˜o {M(G),G} e´ um var-
iedade estratificada. Podemos refinar esta partic¸a˜o, por considerar uma partic¸a˜o em M(R), de tal
forma que M seja um variedade estratificada onde os estratos de dimensa˜o zero e um estejam tanto
na parte regular como na parte singular de M .
Para diferenciar a parte regular da parte singular, de uma variedade estratificada, fazemos a
seguinte notac¸a˜o:
• R e´ a unia˜o dos estratos de dimensa˜o 2.
• S =M\R e´ a unia˜o dos estratos de dimensa˜o 0 e 1.
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Desta forma temos que M = R unionsq S, onde unionsq e´ a unia˜o disjunta. Portanto todo ponto em
S e´ dito um ponto singular da estratificac¸a˜o. Observe que p ∈ S na˜o necessariamente e´ ponto
singular da variedade nem do fluxo. Da mesma forma que um ponto singular da variedade na˜o e´
necessariamente ponto singular do fluxo.
Para o ca´lculo do ı´ndice de Conley, (s0, s1) = (rankH0(N/L), rankH1(N/L)), de p ∈ M com
relac¸a˜o a parte singular S, escolhemos um par ı´ndice (N,L) em S. Por exemplo, para o espac¸o
considerado na figura 3.18(b), o conjunto singular consiste de um c´ırculo. O estrato maior e´ o
complemento deste c´ırculo, i.e., um disco. Embora o c´ırculo e´ em si na˜o singular, a singularidade
cone se destaca pelo fato de ser ponto singular da variedade. Este ponto e´ um estrato de dimensa˜o
zero e o resto do c´ırculo singular e´ um estrato de dimensa˜o um. Neste espac¸o temos o fluxo Xt
possuindo treˆs singularidades, uma na parte regular e duas na parte singular. A singularidade da
parte regular e´ um repulsor, logo o ı´ndice homoto´pico de Conley e´ h(p) = S2 e o ı´ndice homolo´gico
de Conley e´
CHi(p) =
 Z se i = 20 caso contrario.
Portanto, o ı´ndice nu´merico de Conley e´ (h0, h1, h2) = (0, 0, 1). As singularidades da parte singular
S, uma e´ um repulsor e a outra e´ um atrator com respeito a parte singular S. Para o repulsor
temos que o ı´ndice homoto´pico de Conley e´ h(p) = S1 e o ı´ndice homolo´gico e´
CHi(p) =
 Z se i = 10 caso contrario.
Portanto, o ı´ndice nu´merico de Conley e´ (s0, s1) = (0, 1). Para o atrator temos que o ı´ndice
homoto´pico de Conley e´ h(p) = S0 e o ı´ndice homolo´gico de Conley e´
CHi(p) =
 Z se i = 00 caso contrario.
Portanto, o ı´ndice nu´merico de Conley e´ (s0, s1) = (1, 0).
No fluxo polar na esfera (fluxo com um u´nico repulsor e um u´nico atrator), consideramos o
conjunto singular S sendo um circulo meridional contendo o atrator e repulsor, temos que numa
vizinhanc¸a de S = S1 as o´rbitas se afastam e se aproximam de S ao mesmo tempo. Em nossos
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exemplos evitaremos este tipo de estratificac¸a˜o. Conclu´ımos que a estratificac¸a˜o tem que ser com-
pat´ıvel com a dinaˆmica, no sentido que numa vizinhanc¸a da parte singular S de M o fluxo ou
afasta-se ou aproxima-se a S mas na˜o os dois ao mesmo tempo.
Definic¸a˜o Sejam E uma estratificac¸a˜o emM e US uma vizinhanc¸a tubular de S, a parte singular
da estratificac¸a˜o E , em M . Definimos a classe distinguida ΣE de campos de vetores esta´veis, como
ΣE = {X ∈ Σ(M): X ou aponta para dentro i.e. ∂US e´ conjunto de entrada, ou
aponta para fora i.e. ∂US e´ conjunto de sa´ıda, mas na˜o ambos}
O par (X, E) e´ dito um campo distinguido em M se X ∈ ΣE para alguma estratificac¸a˜o E de M .
No caso de um fluxo (Xt, E) e´ dito fluxo distinguido.
3.2 As relac¸o˜es Dinaˆmico-Topolo´gico
Um complexo simplicial K e´ um conjunto de simplexos, todos contidos num espac¸o euclidiano Rn,
tal que:
• Se σ e´ um simplexo de K e τ uma face de σ, τ e´ um simplexo de K.
• Se σ e τ sa˜o dois simplexos de K, enta˜o σ ∩ τ e´ vazio ou uma face comun de σ e τ .
Denotaremos por σ < τ se o simplexo σ for uma face de τ e por |K| o poliedro associado
ao complexo simplicial K. Sendo X um espac¸o topologico, uma triangulac¸a˜o de X e´ definida por
um complexo simplicial K e um homeomorfismo h : |K| → X. Neste trabalho, consideraremos so´
complexos simpliciais K finitos, e neste caso, |K| e´ compacto.
Seja X = |K| um espac¸o topolo´gico de dimensa˜o n. Definimos αp como o nu´mero de
p−simplexos de K. O teorema de Euler-Poincare´ afirma que a soma
n∑
p=0
(−1)pαp
e´ independente do complexo simplicial K, tal que X = |K|. Ela e´ chamada Caracteristica de
Euler-Poincare´ e e´ denotada por χ(X). Segundo Poincare´, vale a igualdade
χ(X) =
n∑
p=0
(−1)pβp
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onde βp e´ o posto de Hp(K) e e´ chamado p−e´simo nu´mero de Betti de K.
A caracteristica de Euler-Poincare´ da esfera S2 vale 2, da esfera pinc¸ado vale 3, do toro pinc¸ado
vale 1, do Cross-cap vale 2 e do toro comprimido vale 1.
Primeramente apresentamos um caso particular das desigualdades de Morse, para as variedades
com singularidades simples. Observe que nesta proposic¸a˜o os ı´ndices sa˜o calculados respeito a M .
Proposic¸a˜o 3.2 Sejam M uma 2-variedade com singularidades simples e Xt o fluxo Gutierrez-
Sotomayor em M com conjunto limite L =
⋃m
i=1 Li. Se (h
i
0, h
i
1, h
i
2) e´ o ı´ndice de Conley de Li
enta˜o
m∑
i=1
(hi0 − hi1 + hi2) = χ(M) (3.1)
onde χ(M) e´ a caracteristica de Euler de M .
Demonstrac¸a˜o. Seja f a func¸a˜o de Lyapunov associado a Xt e seja Gk ⊂M como na demonstrac¸a˜o
do teorema 2.6. Temos que G0 ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gm e tal que (Gi, Gi−1) e´ um par ı´ndice para Li.
Considere a sequencia longa exata do par (Gi, Gi−1)
· · · pj−→ Hj (Gi, Gi−1) ∂j−→ Hj−1 (Gi−1) i∗−→ Hj−1 (Gi) pj−1−→ Hj−1 (Gi, Gi−1) ∂j−1−→ · · ·
Por exatida˜o temos
dimImg(pj) = dimker(∂j) = dimHj (Gi, Gi−1)− dimImg(∂j) = dimHj (Gi, Gi−1)− dimker(i∗)
dimImg(pj−1) = −dimker(pj−1) + dimHj−1(Gi) = −dimImg(i∗) + dimHj−1(Gi)
Portanto
dimImg(pj) + dimImg(pj−1) = dimHj (Gi, Gi−1)− dimker(i∗)− dimImg(i∗) + dimHj−1(Gi)
dimImg(pj) + dimImg(pj−1) = dimHj (Gi, Gi−1)− dimHj−1(Gi−1) + dimHj−1(Gi)
Como CH∗(Li) ∼= H∗(Gi, Gi−1) enta˜o hj(Li) = dimHj (Gi, Gi−1) logo
dimImg(pj) + dimImg(pj−1) = hj(Li)− βj−1(Gi−1) + βj−1(Gi)
Fixando i consideremos a soma alternada para j = 0, 1, 2, 3.
0 =
2∑
j=0
(−1)jhj(Li) +
3∑
j=0
(−1)j(βj−1(Gi)− βj−1(Gi−1))
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Agora consideramos a soma da expresa˜o acima para i = 1, · · · ,m
0 =
∑
i,j
(−1)jhj(Li) +
3∑
j=0
(−1)j(βj−1(Gm))
Como Gm =M enta˜o obtemos o desejado χ(M) =
∑
i,j(−1)jhij .
3.2.1 O ı´ndice de Conley na variedade estratificada
Nesta subsec¸a˜o calculamos o ı´ndice com respeito a estratificac¸a˜o E de M = R unionsq S, isto e´, se
p ∈ R e´ uma singularidade de Xt enta˜o calculamos o ı´ndice com respeito a R e se p ∈ S enta˜o
calculamos o ı´ndice com respeito a S. Utilizamos a seguinte notac¸a˜o:
• R0 =
∑
p∈R h0, R1 =
∑
p∈R h1 e R2 =
∑
p∈R h2.
• S0 =
∑
p∈S s0 e S1 =
∑
p∈S s1.
Como na proposica˜o anterior na˜o estamos tendo em conta a estratificac¸a˜o em M enta˜o os
ı´ndices de Conley sa˜o calculados com respeito a M , logo com esta notac¸a˜o (3.1) e´:
R2 −R1 +R0 = χ(M) (3.2)
Em seguida, apresentamos as relac¸o˜es, entre a parte regular e a parte singular, do ı´ndice de
Conley de fluxos Gutierrez-Sotomayor Xt em M . O lema a seguir nos mostra que o ı´ndice na parte
singular S de M e´ o mesmo se calculado com respeito a M ou com respeito a S.
Lema 3.3 SejamM uma 2-variedade com singularidades simples e Xt um fluxo Gutierrez-Sotomayor
em M . Se M admite uma estratificac¸a˜o E tal que (Xt, E) e´ um fluxo distinguido enta˜o para as
singularidades {p1, p2, · · · , pn} ⊂ S temos
R0 −R1 +R2 = S0 − S1 (3.3)
Demonstrac¸a˜o.
R2 −R1 +R0 = χ(US) = χ(S) = −S1 + S0
A primeira igualdade resulta da proposic¸a˜o 3.2, a segunda igualdade vem do fato que US retrato
deformac¸a˜o de S. Finalmente a terceira igualdade segue da proposic¸a˜o 3.2 adaptada ao caso
1-dimensional.
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Teorema 3.4 Sejam M uma 2-variedade com singularidades simples e Xt um fluxo Gutierrez-
Sotomayor em M . Se M admite uma estratificac¸a˜o E tal que (Xt, E) e´ um fluxo distinguido enta˜o
(R2 −R1 +R0)|M\S = S1 − S0 + χ(M) (3.4)
Demonstrac¸a˜o. Consideremos uma vizinhanc¸a tubular, suficientemente pequena, US da parte sin-
gular S de M que na˜o contenha outras singularidades aparte das que esta˜o em S. Suponhamos que
sobre toda ∂US , X aponta para dentro de US e denotemos por M˜ =M −US enta˜o pela proposic¸a˜o
3.2 temos:
(R2 −R1 +R0)|M˜ = χ(M˜, ∂M˜−) (3.5)
Por outro lado, temos que M e´ um CW-complexo formado pela unia˜o dos subcomplexos M˜ e US
enta˜o χ(M) = χ(M˜) + χ(US) − χ(∂M˜−) pois M˜ ∩ US = ∂M˜ = ∂M˜−. Usando a sequencia exata
do par (M˜, ∂M˜−) temos que χ(M˜, ∂M˜−) = χ(M˜)− χ(∂M˜−). Logo
χ(M˜) + χ(US)− χ(∂M˜−) = χ(M)
χ(M˜, ∂M˜−) + χ(US) = χ(M)
(R2 −R1 +R0)|M˜ + χ(S) = χ(M)
Como na˜o existem pontos fixos de X ∈ ΣE em US \ S enta˜o (R2 − R1 + R0)|US\S = 0, logo da
igualdade acima temos:
(R2 −R1 +R0)|M\S + S0 − S1 = χ(M)
(R2 −R1 +R0)|M\S = S1 − S0 + χ(M)
Corola´rio 3.4.1 Sejam M uma 2-variedade com singularidades simples e Xt um fluxo Gutierrez-
Sotomayor em M . Se M admite uma estratificac¸a˜o E tal que (Xt, E) e´ um fluxo distinguido enta˜o
(R2 −R1 +R0)|M\S = χ(M)− χ(S) (3.6)
Demonstrac¸a˜o. E´ consequencia direta do teorema anterior e sua demonstrac¸a˜o.
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3.2.2 Exemplos de fluxos Gutierrez-Sotomayor
A seguir fixamos uma estratificac¸a˜o E numa variedade com singularidades simples M e con-
sideramos um fluxo Gutierrez-Sotomayor Xt em M tal que o par (Xt, E) seja um fluxo distinguido.
Exemplo 3.1 Seja M uma variedade com singularidades cone (e.g. uma esfera pinc¸ado e um toro
pinc¸ado) com estratificac¸a˜o E .
(0, 0, 1) (0, 0, 1)
(1, 0)
(1, 0)
(0, 0, 1) (0, 0, 1)
(0, 1)
(0, 1)
(0, 1)
(0, 0, 1)
(1, 0)
(0, 1)
Figura 3.18: Fluxos na esfera pinc¸ado e no toro pinc¸ado
1. Seja Xt um fluxo Gutierrez-Sotomayor dado no caso da esfera pinc¸ada por 9 singularidades:
dois atratores, treˆs selas e quatro repulsores em M , ver Figura 3.18(a).
Com respeito a estratificac¸a˜o E temos que R tem quatro componentes homeomorfas a um
disco, com uma singularidade repulsora no centro de cada disco. Logo cada singularidade
tem ı´ndice nu´merico de Conley (h0, h1, h2) = (0, 0, 1) e portanto,
R0 = 0 + 0 + 0 + 0 = 0, R1 = 0 + 0 + 0 + 0 = 0 e R2 = 1 + 1 + 1 + 1 = 4
Na parte singular de M temos 5 singularidades de Xt das quais duas sa˜o atratoras e tres
repulsoras. Logo tem ı´ndice nu´merico de Conley (s0, s1) iguais a (1, 0) e (0, 1) respectivamente.
Portanto,
S0 = 1 + 1 + 0 + 0 + 0 = 2 e S1 = 0 + 0 + 1 + 1 + 1 = 3
Substituindo estes valores na formula 3.3 temos
4− 0 + 0 = 3− 2 + χ(M)
De onde χ(M) = 3, que e´ verdadeiro para qualquer triangulac¸a˜o da esfera pinc¸ada.
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2. Seja Xt um fluxo Gutierrez-Sotomayor dado no caso do toro pinc¸ado por 3 singularidades:
um atrator, uma sela e um repulsor em M , ver Figura 3.18(b).
Com respeito a estratificac¸a˜o E temos que R tem uma componente homeomorfa a um disco,
com uma singularidade repulsora no centro do disco. Logo a singularidade tem ı´ndice
nu´merico de Conley (h0, h1, h2) = (0, 0, 1) e portanto,
R0 = 0, R1 = 0 e R2 = 1
Na parte singular de M temos duas singularidades de Xt das quais uma e´ atratora e a outra e´
repulsora. Logo, tem ı´ndice nu´merico de Conley (s0, s1) iguais a (1, 0) e (0, 1) respectivamente.
Portanto,
S0 = 1 + 0 = 1 e S1 = 0 + 1 = 1
Substituindo estes valores na formula 3.3 temos
1− 0 + 0 = 1− 1 + χ(M)
De onde χ(M) = 1, que e´ verdadeiro para qualquer triangulac¸a˜o do toro pinc¸ado.
Exemplo 3.2 Seja M uma variedade com singularidades guarda-chuvas de Whitney (e.g. um
cross-cap e um toro comprimido) com estratificac¸a˜o E .
(a) (b)
Figura 3.19: Fluxos no Cross-cap e no toro comprimido
1. Seja Xt um fluxo Gutierrez-Sotomayor dado no caso do cross-cap por 3 singularidades: um
atrator, uma sela e um repulsor em M , ver Figura 3.19(a).
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Com respeito a estratificac¸a˜o E temos que R tem uma componente homeomorfa a um disco,
com uma singularidade atratora no centro do disco. Logo (h0, h1, h2) = (1, 0, 0) e portanto,
R0 = 1, R1 = 0 e R2 = 0
Na parte singular de M temos duas singularidades de Xt das quais uma e´ atratora e a outra e´
repulsora. Logo tem ı´ndice nu´merico de Conley (s0, s1) iguais a (1, 0) e (0, 0) respectivamente.
Portanto,
S0 = 1 + 0 = 1 e S1 = 0 + 0 = 0
Substituindo estes valores na formula 3.3 temos
0− 0 + 1 = 0− 1 + χ(M)
De onde χ(M) = 2, que e´ verdadeiro para qualquer triangulac¸a˜o do cross-cap.
2. Seja Xt um fluxo Gutierrez-Sotomayor dado no caso do toro comprimido por 4 singularidades:
um atrator, duas selas e um repulsor em M , ver Figura 3.19(b).
Com respeito a estratificac¸a˜o E temos queR tem uma componente homeomorfa a um cilindro,
com duas singularidade no interior, uma sela e um atrator. A sela tem ı´ndice nu´merico de
Conley (h0, h1, h2) = (0, 1, 0) e o atrator tem ı´ndice nu´merico de Conley (h0, h1, h2) = (1, 0, 0).
Portanto,
R0 = 0 + 1 = 1, R1 = 1 + 0 = 1 e R2 = 0 + 0 = 0
Na parte singular de M temos duas singularidades de Xt das quais uma e´ atratora e a outra
e´ repulsora. O atrator tem ı´ndice nu´merico de Conley (s0, s1) igual a (1, 0) e o repulsor tem
ı´ndice nu´merico de Conley (0, 0) respectivamente. Portanto,
S0 = 0 + 1 = 1 e S1 = 0 + 0 = 0
Substituindo estes valores na formula 3.3 temos
0− 1 + 1 = 0− 1 + χ(M)
De onde χ(M) = 1, que e´ verdadeiro para qualquer triangulac¸a˜o do toro comprimido.
Cap´ıtulo 4
Blocos Isolantes
Neste cap´ıtulo, apresentamos um procedimento para construir fluxos Gutierrez-Sotomayor,
com um u´nico ponto singular, em subvariedades com fronteira de M respeitando certos dados
dinaˆmicos e homolo´gicos. Tais fluxos devem ser transversais a` fronteira da subvariedade a qual
denominaremos “bloco isolante”.
Definic¸a˜o Um bloco isolante e´ uma vizinhanc¸a isolante N tal que
N− = {x ∈ N |ϕ([0, T ), x) * N,∀T > 0}
e´ fechado.
A existeˆncia do bloco isolante para fluxos Gutierrez-Sotomayor e´ uma consequencia imediata
da existeˆncia de func¸o˜es de Lyapunov. Se p e´ um ponto singular com f(p) = c e  > 0 tal que
na˜o existem valores cr´ıticos em [c − , c + ] enta˜o definimos um bloco isolante de p, N , como a
componente de f−1([c− , c+ ]) que conte´m p e N− = f−1(c− ) ∩N . Ale´m disso (N,N−) e´ um
par ı´ndice para inv(N) = {p}.
4.1 A Condic¸a˜o de Poincare´-Hopf
O seguinte teorema caracteriza a relac¸a˜o entre o primeiro nu´mero de Betti das 1−subvariedades
ramificadas que sa˜o fronteiras do bloco isolante contendo p, com o nu´mero de componentes de
fronteira e o ı´ndice nu´merico de Conley (h0, h1, h2). Observe que a condic¸a˜o do teorema e´ dada
para o caso bidimensional.
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Teorema 4.1 Seja (N1, N0) um par-´ındice para a singularidade p ∈M de X ∈ Σr(M) e (h0, h1, h2)
o ı´ndice nu´merico de Conley de p. Enta˜o
(h2 − h1 + h0)− (h2 − h1 + h0)∗ = e+ − B+ − e− + B− (4.1)
onde ∗ indica o ı´ndice do fluxo em tempo-reverso, e+(e−) e´ o nu´mero de componentes da fronteira
de entrada (sa´ıda) de N1 e B+ =
∑e+
k=1 b
+
k (B− =
∑e−
k=1 b
−
k ) onde b
+
k (b
−
k ) e´ o primeiro nu´mero de
Betti da k−e´sima componente da fronteira de entrada (sa´ıda) de N1.
Demonstrac¸a˜o. A proposic¸a˜o 3.2 afirma que h2 − h1 + h0 = χ(N1, N0). Pela sequeˆncia exata do
par (N1, N0) temos que χ(N1, N0) = χ(N1)− χ(N0). Mas N0 = ∂N−1 logo
h2 − h1 + h0 + χ(∂N−1 ) = χ(N1)
Usando os mesmos argumentos para o fluxo reverso temos
(h2 − h1 + h0)∗ + χ(∂N+1 ) = χ(N1)
Fazendo a operac¸a˜o da diferenc¸a entre estas duas equac¸o˜es temos
(h2 − h1 + h0)− (h2 − h1 + h0)∗ = χ(∂N+1 )− χ(∂N−1 )
(h2 − h1 + h0)− (h2 − h1 + h0)∗ =
e+∑
k=1
(1− b+k )−
e−∑
k=1
(1− b−k )
(h2 − h1 + h0)− (h2 − h1 + h0)∗ = e+ − B+ − e− + B−
Na proxima sec¸a˜o mostramos que dados nu´meros inteiros positivos que satisfazem a condic¸a˜o
de Poincare´-Hopf (4.1), existe um bloco isolante que satisfaz estes dados dinaˆmicos e homologicos.
4.2 Blocos Isolantes
Como os pontos fixos de X ∈ Σr(M) esta˜o em M(G), com G = R, C, D, W ou T ,
consideraremos os diferentes tipos de “alc¸as generalizadas” bidimensionais contendo tais pontos
fixos.
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4.2.1 Alc¸as Generalizadas
Nesta sec¸a˜o, definiremos a noc¸a˜o de alc¸a generalizada e sua regia˜o de colagem. Como na teoria
cla´ssica de alc¸as esta regia˜o de colagem produz espac¸os de diferentes tipos topolo´gicos dependendo
da forma como a alc¸a e´ colada.
Uma alc¸a generalizada hGx e´ um subespac¸o com uma dinaˆmica na qual a singularidade se
encontra em M(G), isto e´, a singularidade pode estar na parte suave, no cone, no guarda-chuva de
Whitney, nos pontos duplos ou nos pontos triplos. Portanto, teremos alc¸as regulares, alc¸as cones,
alc¸as guarda-chuvas, alc¸as duplas e alc¸as triplas.
Para isto consideramos no plano R2 as seguintes dinaˆmicas:
(a) X(x, y) = (−2x,−2y) (b) X(x, y) = (x,−y)
(c) X(x, y) = (2x, 2y) (d) X(x, y) = (0,−x2 − y2)
Formalmente temos:
Definic¸o˜es Uma alc¸a regular e´ formada por um disco D centrado em p com um fluxo definido
conforme os casos abaixo. Ver Fig 4.1.
1. Uma alc¸a regular hRa possui um fluxo definido pelo campo do item (a). A regia˜o de colagem
da alc¸a e´ o vazio.
2. Uma alc¸a regular hRs possui um fluxo definido pelo campo do item (b). A regia˜o de colagem
da alc¸a e´ homeomorfa a ∂D1 ×D1.
3. Uma alc¸a regular hRr possui um fluxo definido pelo campo do item (c). A regia˜o de colagem
da alc¸a e´ homeomorfa a ∂D2 ×D0.
Definic¸o˜es Uma alc¸a cone e´ formada por dois discos D1 e D2 centrados em p tais que D1 ∩
D2={p} com um fluxo definido conforme os casos abaixo. Ver Figura 4.2.
1. Uma alc¸a cone hCa possui um fluxo definido pelo campo do item (a) onde a regia˜o de colagem
da alc¸a e´ o vazio.
2. Uma alc¸a cone hCs possui um fluxo definido pelo campo do item (d) onde a regia˜o de colagem
da alc¸a e´ uma unia˜o disjunta de dois arcos em ∂D1 e ∂D2 respetivamente, por onde o fluxo
sai.
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∅
alc¸a regia˜o de colagem
hRa
hRs
hRr
Figura 4.1: Alc¸a regular hRa , hRs e hRr .
3. Uma alc¸a cone hCr possui um fluxo definido pelo campo do item (c) onde a regia˜o de colagem
da alc¸a sa˜o duas circunfereˆncias correspondendo a ∂Di, por onde o fluxo sai.
∅
alc¸a regia˜o de colagem
hCa
hCs
hCr
Figura 4.2: Alc¸a cone hCa , hCs e hCr .
Definic¸o˜es Uma alc¸a guarda-chuva e´ formada por um disco D com duas orbitas regulares iden-
tificadas conforme os casos abaixo. Ver Figura 4.3.
1. Uma alc¸a guarda-chuva hWa possui um fluxo em D definido pelo campo do item (a), com duas
o´rbitas regulares identificadas onde a regia˜o de colagem da alc¸a e´ o vazio.
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2. Uma alc¸a guarda-chuva hWse possui um fluxo em D definido pelo campo do item (b), com as
o´rbitas regulares da variedade esta´vel identificadas. A regia˜o de colagem da alc¸a e´ uma unia˜o
disjunta de arcos em ∂D, por onde o fluxo sai.
3. Uma alc¸a guarda-chuva hWsi possui um fluxo definido em D pelo campo do item (b), com as
o´rbitas regulares da variedade insta´vel identificadas. A regia˜o de colagem da alc¸a e´ formado
por dois segmentos que se interseptam transversalmente e e´ por onde o fluxo sai.
4. Uma alc¸a guarda-chuva hWr possui um fluxo em D definido pelo campo do item (c), com duas
o´rbitas regulares identificadas. A regia˜o de colagem da alc¸a e´ a fronteira da alc¸a a qual e´
homeomorfa a figura-oito.
∅
alc¸a regia˜o de colagem
hWa
hWse
hWsi
hWr
Figura 4.3: Alc¸a guarda-chuva hWa , hWse , hWsi e h
W
r .
Definic¸o˜es Uma alc¸a dupla e´ formada por dois discos D1 e D2 centrados em p e interceptando-
se transversalmente ao longo de dois diamentros d1 e d2 em D1 e D2 respetivamente, onde tais
diamentros sa˜o formados por uma unia˜o de o´rbitas, com um fluxo definido conforme os casos
abaixo. Ver Fig 4.4.
1. Uma alc¸a dupla hDa possui um fluxo definido pelo campo do item (a) em D1 e D2 onde a
regia˜o de colagem da alc¸a e´ o vazio.
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2. Uma alc¸a dupla hDas possui um fluxo definido pelo campo do item (a) em D1 e item (b) em D2
onde d2 e´ a variedade esta´vel em D2. A regia˜o de colagem da alc¸a e´ homeomorfa a ∂D1×D1.
3. Uma alc¸a dupla hDssi possui um fluxo definido pelo campo do item (b) em D1 e D2 onde d1 e
d2 sa˜o as variedades insta´veis. A regia˜o de colagem da alc¸a e´ homeomorfa a duas copias de
dois segmentos D1 interceptado-se transversalmente.
4. Uma alc¸a dupla hDsse possui um fluxo definido pelo campo do item (b)em D1 e D2 onde d1 e
d2 sa˜o as variedades esta´veis. A regia˜o de colagem da alc¸a e´ homeomorfa a quatro copias de
segmentos D1.
5. Uma alc¸a dupla hDrs possui um fluxo definido pelo campo do item (c) em D1 e item (b) em
D2 onde d2 e´ a variedade insta´vel de D2. A regia˜o de colagem da alc¸a e´ homeomorfa a ∂D2
a qual esta˜o interceptados transversalmente dois segmentos D1.
6. Uma alc¸a dupla hDr possui um fluxo definido pelo campo do item (c) em D1 e D2 onde a regia˜o
de colagem da alc¸a e´ homeomorfa a duas copias de ∂D2 interceptados transversalmente em
dois pontos distintos.
Definic¸o˜es Uma alc¸a tripla e´ formada por treˆs discos D1, D2 e D3 centrados em p que inter-
ceptam transversalmente dois a dois segundo diamentros d1 ⊂ D1, d2 ⊂ D2 e d3 ⊂ D3 que se
interceptam em p, onde tais diamentros sa˜o formados por uma unia˜o de o´rbitas, com um fluxo
definido conforme os casos abaixo. Ver Fig 4.5.
1. Uma alc¸a tripla hTa possui um fluxo definido pelo campo do item (a) em D1, D2 e D3 onde
a regia˜o de colagem da alc¸a e´ o vazio.
2. Uma alc¸a tripla hTass possui um fluxo definido pelo campo do item (a) em D1 e do item
(b) em D2 e D3 onde d2 e d3 sa˜o as variedades esta´veis de D2 e D3 respectivamente. A
regia˜o de colagem da alc¸a e´ homeomorfo a duas copias de dois segmentos D1 interceptado-se
transversalmente.
3. Uma alc¸a tripla hTrss possui um fluxo definido pelo campo do item (c) em D1 e do item (b)
em D2 e D3 onde d2 e d3 sa˜o as variedades insta´veis de D2 e D3 respectivamente. A regia˜o
de colagem da alc¸a e´ homeomorfo a ∂D2 a qual esta˜o interceptados transversalmente quatro
segmentos D1.
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∅
alc¸a regia˜o de colagem
hDa
hDas
hDssi
hDsse
hDrs
hDr
Figura 4.4: Alc¸a dupla hDa , hDas, hDssi, h
D
sse, h
D
rs e h
D
r .
4. Uma alc¸a tripla hTr possui um fluxo definido pelo campo do item (c) em D1, D2 e D3.
A regia˜o de colagem da alc¸a e´ homeomorfo a treˆs circunferencias ∂D2 que se interceptam
transversalmente dois a dois em dois pontos.
O bloco isolante sera´ construido a partir de uma alc¸a generalizada hGx e uma “1-variedade ram-
ificada distinguida” N−, colando a alc¸a generalizada no colar da 1-variedade ramificada distinguida
N− × [0, 1].
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∅
alc¸a regia˜o de colagem
hTa
hTass
hTrss
hTr
Figura 4.5: Alc¸a tripla hTa , hTass, hTrss e hTr .
Definic¸a˜o Uma 1-variedade ramificada distinguida e´ um espac¸o topolo´gico, tendo no ma´ximo 4
componentes conexas, construido localmente a partir de um nu´mero finito ≥ 0 de cartas ramificadas
Cada carta ramificada e´ uma intersec¸a˜o transversal de dois arcos no plano.
Na Figura 4.6, apresentamos alguns exemplos de 1-variedades ramificadas distinguidas.
Figura 4.6: 1-variedades ramificadas distinguidas.
Na proxima sec¸a˜o, observaremos que diferentes colagens de uma mesma alc¸a generalizada pro-
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ducem blocos isolantes N na˜o-homeomorfos porem com N/N− tendo o mesmo tipo de homotopia.
4.2.2 A Construc¸a˜o dos Blocos Isolantes
Teorema 4.2 Seja M uma variedade com singularidades simples. Seja p uma singularidade de
um fluxo Gutierrez-Sotomayor Xt e suponha que p satisfaz as condic¸o˜es de Poincare´-Hopf para
nu´meros positivos e+ , e−, {b+k }e
+
k=1, {b−k }e
−
k=1. Enta˜o existe um fluxo Gutierez-Sotomayor em M
com um bloco isolante N para p tal que
1. Para ∂N = ∂N+ ∪ ∂N− temos que e+ (e−) e´ o nu´mero de componentes conexas de ∂N+
(∂N−), correspondente a fronteira de entrada (sa´ıda) do fluxo. Portanto, temos ∂N+ =⋃e+
k=1 ∂N
+
k (∂N
− =
⋃e−
k=1 ∂N
−
k ).
2. O rankH1(∂N+k ) = b
+
k com k = 1, ..., e
+ e rankH1(∂N−k ) = b
−
k com k = 1, ..., e
−.
3. O rankH∗(N/∂N−) = h∗ onde (h0, h1, h2) e´ o ı´ndice nu´merico de Conley de p.
Demonstrac¸a˜o. Para cada atrator e repulsor de Xt temos um unico bloco isolante dado pela pro´pria
alc¸a generalizada hGa onde G = R, C, D, W ou T . Para as selas de Xt temos diferentes tipos
topolo´gicos de blocos isolantes dependendo da 1-variedades ramificadas distinguidas e do tipo de
colagem da alc¸a a seu colar.
Considere uma 1-variedade ramificada distinguida N− =
⋃e−
k=1N
−
k com e
− componentes e
cada N−k tendo b
−
k como seu primeiro nu´mero de Betti. Sejam a alc¸a generalizada h
G
x com regia˜o de
colagem Ak e o colar
⋃e−
k=1(N
−
k × I) de N−k . Colamos a alc¸a generalizada a 1-variedade ramificada
distinguida via um mergulho f : Ak →
⋃e−
k=1(N
−
k × 1).
A seguir, ver Figura 4.7, 4.8, 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12, apresentamos uma construc¸a˜o ba´sica
nos casos especificos de blocos isolantes para selas de um fluxo Gutierrez-Sotomayor Xt.
E´ claro que existem outros blocos que podem ser construidos apartir destes blocos. Assim por
exemplo temos Figura 4.13:
4.2. Blocos Isolantes 54
N− N N+
Figura 4.7: Blocos isolantes contendo a alc¸a regular hRs .
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N− N N+
Figura 4.8: Blocos isolantes contendo a alc¸a cone hCs .
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N− N N+
Figura 4.9: Blocos isolantes contendo a alc¸a guarda-chuva hWse .
N− N N+
Figura 4.10: Blocos isolantes contendo a alc¸a guarda-chuva hWsi .
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N− N N+
Figura 4.11: Blocos isolantes contendo a alc¸a dupla hDas.
N− N N+
Figura 4.12: Blocos isolantes contendo a alc¸a dupla hDssi.
Figura 4.13: Blocos isolantes com uma alc¸a regular.
Cap´ıtulo 5
Grafos de Lyapunov
Seja f uma func¸a˜o de Lyapunov associado ao fluxo Gutierrez-SotomayorXt sobre a 2-variedade
M com singularidades simples. Definimos a seguinte relac¸a˜o de equivaleˆncia sobre M :
x ∼f y ⇔ x e y pertencem a` mesma com-
ponente conexa de um conjunto n´ıvel de f .
Chamamos a M/ ∼f o grafo de Lyapunov associado a Xt e f . Em M/ ∼f cada componente
conexa de um conjunto de n´ıvel f−1(c) colapsa a um ponto, assim f−1(c)/ ∼f e´ um conjunto
finito de pontos distintos sobre M/ ∼f . O ponto sobre M/ ∼f e´ um ve´rtice se mediante a relac¸a˜o
de equivaleˆncia corresponde a uma componente de um conjunto de n´ıvel contendo uma u´nica
singularidade. Os demais pontos sa˜o pontos de arestas. Os vertices v de M/ ∼f sa˜o rotulados com
o ı´ndice de Conley da singularidade correspondente e denotamos por e+v o nu´mero de arestas de
entrada e e−v o nu´mero de arestas de sa´ıda de v.
Proposic¸a˜o 5.1 Suponha que Xt : M → M e´ um fluxo Gutierrez-Sotomayor com func¸a˜o de
Lyapunov f :M → R. Seja L =M/ ∼f , enta˜o L e´ um grafo finito, dirigido sem ciclos orientados.
Demonstrac¸a˜o. Da definic¸a˜o de func¸a˜o de Lyapunov temos que os pontos criticos de f consiste das
singularidades de Xt. Como Xt tem um nu´mero finito de singularidades enta˜o existe um nu´mero
finito de valores cr´ıticos de f , c1, c2, · · · , cn. Assim f−1((ci, ci+1)) e´ difeomorfo a N × (0, 1) onde
N = f−1(c) com c ∈ (ci, ci+1), enta˜o pelo lema 2.4, N e´ uma 1−variedade ramificada com um
nu´mero finito de componentes.
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Tambe´m temos que f−1(ci) tem um nu´mero finito de componentes pois caso contrario f−1(ci+
) teria infinitas componentes para  suficientemente pequeno. Apenas uma destas componentes,
denotada por Xi, conte´m o ponto cr´ıtico de f pois pela definic¸a˜o de func¸a˜o de Lyapunov f separa
os pontos criticos.
Agora se N0 ⊂ f−1(ci) na˜o conte´m pontos cr´ıticos de f enta˜o a componente de f−1(ci−1, ci+1)
contendo N0 e´ difeomorfa a N0 × (0, 1). De fato, M −
⋃
iXi e´ difeomorfa a unia˜o disjunta de
Nj × (0, 1) onde cada Nj e´ uma 1−subvariedade ramificada conexa compacta de M . Assim, se
P : M → L e´ a aplicac¸a˜o quociente que identifica cada componente de um conjunto de n´ıvel de f
a um ponto e xi = P (Xi) enta˜o segue-se que L − {xi} e´ um conjunto finito de intervalos abertos.
Assim, como L e´ compacto enta˜o e´ um grafo.
Como f decresce ao longo das o´rbitas enta˜o o grafo de Lyapunov L associado a Xt e f na˜o
tem ciclos orientados.
Por outro lado, para construir um fluxo que satisfac¸a uma dinaˆmica desejada e´ preciso definir
um grafo de Lyapunov abstrato.
Definic¸a˜o Um grafo de Lyapunov abstrato e´ um grafo orientado, conexo, finito L que na˜o possui
ciclos orientados e cada ve´rtice v e´ rotulado com o ı´ndice de Conley. Cada aresta a de entrada
i.e. incidente positivamente a v (de sa´ıda i.e. incidente negativamente a v) sera´ rotulada com um
inteiro na˜o-negativo b+a (b
−
a ) onde a ∈ {1, ..., e+} (a ∈ {1, ..., e−}), a qual nos referimos como o peso
sobre a aresta.
5.1 Variedades com Singularidades Cone
O lema a seguir, e´ um caso particular do lema 2.4 para os fluxos Gutierrez-Sotomayor Xt,
restrito ao caso particular de uma 2−variedade com singularidades cone, i.e., variedades que so´
admitem as singularidades do tipo cone. Observamos neste caso que no lugar de ter 1-subvariedades
ramificadas sempre teremos curvas fechadas. Portanto, o primeiro nu´mero de Betti sempre sera´
igual a um e assim na˜o ha´ necesidade de rotular as arestas como veremos no teorema 5.3.
Lema 5.2 SejaM uma 2-variedade com singularidades cone. Se Xt e´ um fluxo Gutierrez-Sotomayor
em M enta˜o existe uma colec¸a˜o disjunta de curvas fechadas Bi de M , i = 0, 1, . . . ,m, com as
seguintes propriedades:
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1. B0 = ∂M−, Bm = ∂M+
2. O fluxo Xt e´ transversal a cada Bi.
3. Cada Bk, k 6= 0,m, divide M em duas regio˜es cujos fechos denotamos por Gk e Hk com
Gk ⊃ Gk−1, Hk ⊃ Hk+1 e Gk contem exatamente k singularidades. Definindo G0 = B0,
H0 =M , Gm =M e Hm = Bm. Temos que, para i = 0, . . . ,m, Gi∩Hi = Bi e Gi∪Hi =M .
4. Bk e´ a fronteira de entrada do fluxo Xt em Gk.
O teorema 5.3, generaliza um teorema em [3] onde os fluxos Morse-Smale em superf´ıcies sa˜o
classificados utilizando grafos de Lyapunov. Na˜o demonstraremos o teorema 5.3 pois e´ um caso
particular do teorema 5.4.
Teorema 5.3 Um grafo de Lyapunov abstrato L e´ associado a um fluxo Xt Gutierrez-Sotomayor
e uma func¸a˜o de Lyapunov f sobre M , uma 2-variedade com singularidades cone, se e so´ se as
seguintes condic¸o˜es sa˜o satisfeitas:
1. Se o ve´rtice v e´ rotulado com uma singularidade repulsora (atratora) p enta˜o:
(a) Se p ∈M(R) enta˜o o nu´mero de arestas de saida e−v (entrada e+v ) e´ igual a um.
(b) Se p ∈M(C) enta˜o o nu´mero de arestas de saida e−v (entrada e+v ) e´ igual a dois.
2. Se o ve´rtice v e´ rotulado com uma singularidade sela p enta˜o 1 ≤ e−v ≤ 2 e 1 ≤ e+v ≤ 2.
Na figura 5.1, apresentamos pares-indices das singularidades, p ∈ M , de Xt e seus grafos de
Lyapunov associados para o caso das variedades com singularidades cone.
5.2 Variedades com Singularidades Simples
Teorema 5.4 Um grafo de Lyapunov abstrato L e´ associado a um fluxoGutierrez-Sotomayor Xt
e uma func¸a˜o de Lyapunov f sobre M , uma 2-variedade com singularidades simples, se e so´ se as
seguintes condic¸o˜es sa˜o satisfeitas:
1. Se o ve´rtice v e´ rotulado com uma singularidade repulsora (atratora) p enta˜o:
(a) Se p ∈M(R) enta˜o e−v = 1 e b−1 = 1 (e+v = 1 e b+1 = 1).
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p
p
p p
(1, 0, 0)
(0, 1, 2)
(0, 1, 0) (0, 1, 0)
Figura 5.1: Blocos contendo a singularidade cone
(b) Se p ∈M(C) enta˜o e−v = 2 e b−1 = b−2 = 1 (e+v = 2 e b+1 = b+2 = 1).
(c) Se p ∈M(W) enta˜o e−v = 1 e b−1 = 2 (e+v = 1 e b+1 = 2).
(d) Se p ∈M(D) enta˜o e−v = 1 e b−1 = 3 (e+v = 1 e b+1 = 3).
(e) Se p ∈M(T ) enta˜o e−v = 1 e b−1 = 7 (e+v = 1 e b+1 = 7).
2. Se o ve´rtice v e´ rotulado com uma singularidade sela p enta˜o:
(a) Se p ∈ M(R) enta˜o 1 ≤ e−v ≤ 2 e 1 ≤ e+v ≤ 2. Ale´m disso, os pesos sobre as arestas de
entrada e sa´ıda de v devem satisfazer: Tabela 1.
(b) Se p ∈ M(C) enta˜o 1 ≤ e−v ≤ 2 e 1 ≤ e+v ≤ 2. Ale´m disso, os pesos sobre as arestas de
entrada e sa´ıda de v devem satisfazer: Tabela 2.
(c) Se p ∈M(W) enta˜o
i. Se p e´ do tipo si temos e−v = 1 e 1 ≤ e+v ≤ 2.
ii. Se p e´ do tipo se temos 1 ≤ e−v ≤ 2 e e+v = 1.
Alem disso, os pesos sobre as arestas de entrada e saida de v devem satisfazer: Tabela
3.
(d) Se p ∈M(D) enta˜o
i. Se p e´ do tipo as temos 1 ≤ e−v ≤ 2 e e+v = 1.
ii. Se p e´ do tipo rs temos e−v = 1 e 1 ≤ e+v ≤ 2.
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iii. Se p e´ do tipo si temos 1 ≤ e−v ≤ 2 e 1 ≤ e+v ≤ 4.
iv. Se p e´ do tipo se temos 1 ≤ e−v ≤ 4 e 1 ≤ e+v ≤ 2.
Ale´m disso, os pesos sobre as arestas de entrada e saida de v devem satisfazer: Tabela
4.
(e) Se p ∈M(T ) enta˜o
i. Se p e´ do tipo ass temos 1 ≤ e−v ≤ 2 e e+v = 1.
ii. Se p e´ do tipo rss temos e−v = 1 e 1 ≤ e+v ≤ 2.
Ale´m disso, os pesos sobre as arestas de entrada e sa´ıda de v devem satisfazer: Tabela
5.
.
Tabela 1
e−v e+v pesos
1 1 b−1 = b
+
1
1 2 b−1 = b
+
1 + b
+
2 − 1
2 1 b+1 = b
−
1 + b
−
2 − 1
.
Tabela 2
e−v e+v pesos
1 1 b−1 = b
+
1
2 2 b−1 + b
−
2 = b
+
1 + b
+
2 − 1
.
Tabela 3
e−v e+v pesos
1 1 b−1 = b
+
1 + 1
1 2 b−1 = b
+
1 + b
+
2
1 1 b+1 = b
−
1 + 1
2 1 b+1 = b
−
1 + b
−
2
.
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Tabela 4
e−v e+v pesos
1 1 b+1 = b
−
1 + 2
2 1 b+1 = b
−
1 + b
−
2 + 1
1 1 b−1 = b
+
1 + 2
1 2 b−1 = b
+
1 + b
+
2 + 1
1 1 b−1 = b
+
1 + 2
1 2 b−1 = b
+
1 + b
+
2 + 1
1 3 b−1 = b
+
1 + b
+
2 + b
+
3
1 4 b−1 = b
+
1 + b
+
2 + b
+
3 b
+
4 − 1
2 1 b+1 = b
−
1 + b
−
2 − 3
2 2 b−1 + b
−
2 = b
+
1 + b
+
2 + 2
2 3 b−1 + b
−
2 = b
+
1 + b
+
2 + b
+
3 + 1
2 4 b−1 + b
−
2 = b
+
1 + b
+
2 + b
+
3 + b
+
4
1 1 b+1 = b
−
1 + 2
1 2 b−1 = b
+
1 + b
+
2 − 3
2 1 b+1 = b
−
1 + b
−
2 + 1
2 2 b+1 + b
+
2 = b
−
1 + b
−
2 + 2
3 1 b+1 = b
−
1 + b
−
2 + b
−
3
3 2 b+1 + b
+
2 = b
−
1 + b
−
2 b
−
3 + 1
4 1 b+1 = b
−
1 b
−
2 + b
−
3 + b
−
4 − 1
4 2 b+1 + b
+
2 = b
−
1 + b
−
2 + b
−
3 + b
−
4
Tabela 5
e−v e+v pesos
1 1 b+1 = b
−
1 + 2
2 1 b+1 = b
−
1 + b
−
2 + 1
1 1 b−1 = b
+
1 + 2
1 2 b−1 = b
+
1 + b
+
2 + 1
Demonstrac¸a˜o. (Necessidade) I. Primeramente, mostramos as desigualdades do grau dos ve´rtices v
de L.
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Seja L um grafo de Lyapunov associado com o fluxo Gutierrez-Sotomayor Xt e a func¸a˜o de
Lyapunov f sobre a variedade com singularidades simples M . Se p e´ uma singularidade tal que
f(p) = c, denotemos por N1 a componente de f−1([c−, c+]), com  > 0 suficientemente pequeno,
que conte´m apenas o ponto singular p. Seja tambe´m N0 = N1 ∩ f−1(c− ). Enta˜o (N1, N0) e´ um
par-´ındice para p.
Como p e´ uma singularidade enta˜o ∂N1 6= ∅, logo H2(N1) = 0. Temos tambe´m que N1 e´
conexo, logo H˜0(N1) = 0. Seja v o ve´rtice de L rotulado com p enta˜o dimH0(N0) = e−v e se N0 6= ∅
enta˜o dimH˜0(N0) = e−v − 1.
Para tal N0 temos a seguinte sequeˆncia de homologia longa exata:
0 −→ CH2(p) ∂2−→ H1(N0) i1−→ H1(N1) p1−→ CH1(p) ∂1−→ H˜0(N0) −→ 0
1. Se v e´ rotulado com uma singularidade repulsora P enta˜o e+v = 0 e N0 6= ∅. Usando a
sequeˆncia de homologia temos:
(a) Se p ∈M(R), dimCH1(p) = 0 implica que dimH˜0(N0) = 0 e portanto e−v = 1.
(b) Se p ∈M(C), dimCH1(p) = 1 implica que dimH˜0(N0) = 1 (dimH˜0(N0) = 0 contradiz a
exatida˜o em CH1(p)) e portanto e−v = 2.
(c) Se p ∈M(W), dimCH1(p) = 0 implica que dimH˜0(N0) = 0 e portanto e−v = 1.
(d) Se p ∈M(D), dimCH1(p) = 0 implica que dimH˜0(N0) = 0 e portanto e−v = 1.
(e) Se p ∈M(T ), dimCH1(p) = 0 implica que dimH˜0(N0) = 0 e portanto e−v = 1.
Tomando o fluxo reverso, segue-se por ana´lise similar que se v e´ rotulado com uma singular-
idade atratora p enta˜o:
(a) Se p ∈M(R) entao e+v = 1 e e−v = 0.
(b) Se p ∈M(C) entao e+v = 2 e e−v = 0.
(c) Se p ∈M(W) entao e+v = 1 e e−v = 0.
(d) Se p ∈M(D) entao e+v = 1 e e−v = 0.
(e) Se p ∈M(T ) entao e+v = 1 e e−v = 0.
2. Se v e´ rotulado com uma singularidade sela p enta˜o N0 6= ∅ e e−v ≥ 1. Usando a sequeˆncia de
homologia temos:
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(a) Se p ∈M(R), dimCH1(p) = 1 implica que dimH˜0(N0) ≤ 1 e portanto e−v ≤ 2.
(b) Se p ∈M(C), dimCH1(p) = 1 implica que dimH˜0(N0) ≤ 1 e portanto e−v ≤ 2.
(c) Se p ∈M(W) enta˜o
i. Se e´ do tipo si , dimCH1(p) = 0 implica dimH˜0(N0) = 0 e portanto e−v = 1.
ii. Se e´ do tipo se , dimCH1(p) = 1 implica que dimH˜0(N0) ≤ 1 e portanto e−v ≤ 2.
(d) Se p ∈M(D) enta˜o
i. Se e´ do tipo as, dimCH1(p) = 1 implica que dimH˜0(N0) ≤ 1 e portanto e−v ≤ 2.
ii. Se e´ do tipo rs, dimCH1(p) = 0 implica dimH˜0(N0) = 0 e portanto e−v = 1.
iii. Se e´ do tipo ssi , dimCH1(p) = 1 implica que dimH˜0(N0) ≤ 1 e portanto e−v ≤ 2.
iv. Se e´ do tipo sse , dimCH1(p) = 3 implica que dimH˜0(N0) ≤ 3 e portanto e−v ≤ 4.
(e) Se p ∈M(T ) enta˜o
i. Se e´ do tipo ass, dimCH1(p) = 1 implica que dimH˜0(N0) ≤ 1 e portanto e−v ≤ 2.
ii. Se e´ do tipo rss, dimCH1(p) = 0 implica dimH˜0(N0) = 0 e portanto e−v = 1.
Tomando o fluxo reverso, segue-se similarmente que
(a) Se p ∈M(R) enta˜o 1 ≤ e+v ≤ 2.
(b) Se p ∈M(C) enta˜o 1 ≤ e+v ≤ 2.
(c) Se p ∈M(W) entao
i. Se e´ do tipo si temos 1 ≤ e+v ≤ 2.
ii. Se e´ do tipo se temos e+v = 1.
(d) Se p ∈M(D) enta˜o
i. Se e´ do tipo as, temos e+v = 1.
ii. Se e´ do tipo rs, temos 1 ≤ e+v ≤ 2.
iii. Se e´ do tipo ssi, temos 1 ≤ e+v ≤ 4.
iv. Se e´ do tipo sse, temos 1 ≤ e+v ≤ 2.
(e) Se p ∈M(T ) enta˜o
i. Se e´ do tipo ass, temos e+v = 1.
ii. Se e´ do tipo rss, temos 1 ≤ e+v ≤ 2.
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II. Agora mostramos as relac¸o˜es dos pesos sobre as arestas incidentes de v.
O teorema 4.1 relaciona o primeiro nu´mero de Betti das componentes de fronteira, de entrada
e sa´ıda, ∂N+1 e ∂N
−
1 , do bloco isolante (N1, N0) de uma singularidade, p ∈M , de Xt com o nu´mero
de componentes de fronteira de N1 e o ı´ndice de Conley de p ∈ M . Como o ponto fixo p ∈ M
corresponde a um ve´rtice v no grafo de Lyapunov e ∂N+1 (∂N
−
1 ) corresponde as arestas de entrada
(sa´ıda) incidentes a v enta˜o o teorema 4.1 relaciona o grau (de entrada e sa´ıda) de v, os pesos sobre
as arestas (de entrada e sa´ıda) incidentes a v e o ı´ndice de Conley com o qual v e´ rotulado.
(h2 − h1 + h0)− (h2 − h1 + h0)∗ = e+v − B+ − e−v + B− (5.1)
onde B+ =∑e+vk=1 b+k e onde B− =∑e−vk=1 b−k .
1. Se p e´ uma singularidade repulsora enta˜o usando os limites sobre o grau dos vertices v,
que obtivemos previamente, a equac¸a˜o acima nos da´ as relac¸o˜es dos pesos sobre as arestas
incidentes a v:
(a) Se p ∈M(R) enta˜o (1− 0 + 0)− (0− 0 + 1) = 0− 0− 1 + b−1 . Portanto, b−1 = 1.
(b) Se p ∈M(C) enta˜o (2− 1+0)− (0− 0+1) = 0− 0− 2+ b−1 + b−2 . Portanto b−1 = b−2 = 1.
(c) Se p ∈M(W) enta˜o (2− 0 + 0)− (0− 0 + 1) = 0− 0− 1 + b−1 . Portanto, b−1 = 2.
(d) Se p ∈M(D) enta˜o (3− 0 + 0)− (0− 0 + 1) = 0− 0− 1 + b−1 . Portanto, b−1 = 3.
(e) Se p ∈M(T ) enta˜o (7− 0 + 0)− (0− 0 + 1) = 0− 0− 1 + b−1 . Portanto, b−1 = 7.
Fazendo ca´lculos similares para uma singularidade atratora temos:
(a) Se p ∈M(R) enta˜o b+1 = 1.
(b) Se p ∈M(C) enta˜o b+1 = b+2 = 1.
(c) Se p ∈M(W) enta˜o b+1 = 2.
(d) Se p ∈M(D) enta˜o b+1 = 3.
(e) Se p ∈M(T ) enta˜o b+1 = 7.
2. Se p e´ uma singularidade sela enta˜o nossa fo´rmula acima se reduz a:
(a) Se p ∈M(R) enta˜o 0 = e+v − B+ − e−v + B−.
(b) Se p ∈M(C) enta˜o 0 = e+v − B+ − e−v + B−.
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(c) Se p ∈M(W) enta˜o
i. Se p e´ do tipo si enta˜o 1 = e+v − B+ − e−v + B−.
ii. Se p e´ do tipo se enta˜o −1 = e+v − B+ − e−v + B−.
(d) Se p ∈M(D) enta˜o
i. Se p e´ do tipo as enta˜o −2 = e+v − B+ − e−v + B−.
ii. Se p e´ do tipo rs enta˜o 2 = e+v − B+ − e−v + B−.
iii. Se p e´ do tipo ssi enta˜o 2 = e+v − B+ − e−v + B−.
iv. Se p e´ do tipo sse enta˜o −2 = e+v − B+ − e−v + B−.
(e) Se p ∈M(T ) enta˜o
i. Se p e´ do tipo ass enta˜o −2 = e+v − B+ − e−v + B−.
ii. Se p e´ do tipo rss enta˜o 2 = e+v − B+ − e−v + B−.
Considerando todas as possibilidades de e+, e− para as desigualdades do grau dos ve´rtices
v, que obtivemos previamente, e usando as equac¸o˜es acima obtemos os pesos relacionados na
tabela 1, tabela 2, tabela 3, tabela 4 e tabela 5.
(Suficiencia) Dado um grafo de Lyapunov abstrato satisfazendo as condic¸o˜es do teorema de-
vemos mostrar que existe um fluxo Gutierrez-Sotomayor em uma variedade com singularidades
simples M , com func¸a˜o de Lyapunov cujo gra´fico de Lyapunov e´ dado. Isto e´ feito adequadamente
colando blocos isolantes construidos no cap´ıtulo 4 de forma a na˜o ter nenhuma conexa˜o de sela,
i.e., uma trajeto´ria γ ⊂M(R) tal que existem duas singularidades hiperbo´licas p e q de X tal que
γ =W u(p) ∩W s(q) e W u(p) ∪W s(q) consiste de um nu´mero finito de trajeto´rias.
Exemplo 5.1 Neste exemplo, Figura 5.2, apresentamos a colagem de blocos de acordo com o
grafo de Lyapunov dado.
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2
1 1
(0, 0, 0)W
(0, 0, 0)W
(1, 0, 0)D
(0, 0, 1)R
(0, 0, 1)R
Figura 5.2: Colando blocos segundo o grafo de Lyapunov
Conclusa˜o
Nesta tese estudamos os fluxos Gutierrez-Sotomayor Xt numa 2-variedade com singularidades
simples. Provamos a existencia de func¸o˜es de Lyapunov para fluxos sem o´rbitas perio´dicas e sem ci-
clos, apresentamos uma fo´rmula dinaˆmica-topolo´gica para uma estratificac¸a˜o deM compat´ıvel com
o fluxo, caracterizamos a igualdade de Poincare´-Hopf e contru´ımos blocos isolantes para estes fluxos
e fazemos uma abordagem combinatorial via grafos de Lyapunov. Muitas perguntas decorrentes
deste trabalho ficam em aberto.
Para a existeˆncia de func¸o˜es de Lyapunov para um fluxo Gutierrez-Sotomayor contendo orbitas
perio´dicas e ciclos singulares e´ suficiente mostrar para a parte singular que e´ um grafo que conte´m
o´rbitas periodicas e ciclos singulares. Se mostrarmos para este grafo enta˜o teremos solucionado
o problema, pois pode-se estender facilmente, pelos me´todos ja conhecidos, para parte suave. As
ligac¸o˜es das partes locais tambe´m forma um conjunto de problemas interesantes.
Classificar fluxos Gutierrez-Sotomayor via grafos de Lyapunov para conjuntos limites contendo
singularidades, o´rbitas periodicas e ciclos singulares. Desta forma caracterizar os blocos isolantes
para as o´rbitas perio´dicas e para os ciclos singulares.
No espirito do trabalho [1] gostar´ıamos de saber se existe uma continuac¸a˜o de grafos associados
a fluxos Gutierrez-Sotomayor com o´rbitas perio´dicas e ciclos singulares a grafos associados a fluxos
Gutierrez-Sotomayor apenas com singularidades. No caso afirmativo gostar´ıamos de estabelecer as
condic¸o˜es necesarias e suficientes para esta continuac¸a˜o.
Mostrar se a fo´rmula dinaˆmico-topolo´gica e´ satisfeita por outros tipos de fluxos em outros
espac¸os estratificados. Podemos considerar por exemplo as 3-variedades suaves fechadas com al-
guma estratificac¸a˜o e os fluxos de Smale nela definidas.
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